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À.Â. Çàáðîäèí*

Ìàòðè÷íàÿ èåðàðõèÿ ÊÏ è ýëëèïòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íî-

ãî óðàâíåíèÿ ÊÏ

Ó óðàâíåíèÿ ÊÏ (è ó âñåé èåðàðõèè) èìååòñÿ ìàòðè÷íîå îáîáùåíèå, êîãäà êîýô-
ôèöèåíòíûå ôóíêöèè â ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîì îïåðàòîðå Ëàêñà, íà êîòîðûå ïè-
øóòñÿ óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðèöû ðàçìåðà n × n. Ìû ïîêàæåì, ÷òî
ýëëèïòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ ïðèâîäÿò ê ñïèíîâîé ñèñòåìå
ÊÌ êàê äèíàìèêå èõ ïîëþñîâ è (ìàòðè÷íûõ) êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïîëþñàõ.

Ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ èåðàðõèÿ ÊÏ. Ìû íà÷íåì ñ áîëåå îáùåé ìíîãîêîìïî-
íåíòíîé èåðàðõèè ÊÏ; ìàòðè÷íàÿ èåðàðõèÿ ÿâëÿåòñÿ åå ïîäèåðàðõèåé. Íåçàâèñè-
ìûìè ïåðåìåííûìè ñëóæàò n áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íåïðåðûâíûõ âðåìåí

t = {t1, t2, . . . , tn}, tα = {tα,1, tα,2, tα,3, . . . }, α = 1, . . . , n.

Óäîáíî òàêæå ââåñòè ïåðåìåííóþ x òàêóþ, ÷òî

∂x =
n∑

α=1

∂tα,1 .

Èåðàðõèÿ � ýòî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîâìåñòíûõ äðóã ñ äðóãîì ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé ïî âðåìåíàì t äëÿ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé îò ïåðåìåííîé x.

Â ôîðìàëèçìå Ëàêñà-Ñàòî îñíîâíîé îáúåêò � ýòî ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïå-
ðàòîð ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè âèäà

L = ∂x + u1∂
−1
x + u2∂

−2
x + . . . ,

ãäå êîýôôèöèåíòû ui = ui(x, t) ÿâëÿþòñÿ n×n ìàòðèöàìè. Îíè çàâèñÿò îò x è îò
âñåõ âðåìåí:

uk(x, t) = uk(x+ t1,1, x+ t2,1, . . . , x+ tn,1; t1,2, . . . , tn,2; . . .).

Âîäÿòñÿ òàêæå n ìàòðè÷íûõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ R1, . . . ,Rn âèäà

Rα = Eα + uα,1∂
−1
x + uα,2∂

−2
x + . . . ,
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ãäå Eα � äèàãîíàëüíàÿ n×n ìàòðèöà, â êîòîðîé ýëåìåíò (α, α) ðàâåí 1, à âñå îñòàëü-
íûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Îïåðàòîðû L, R1, . . . ,Rn äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

LRα = RαL, RαRβ = δαβRα,
n∑

α=1

Rα = I.

Óðàâíåíèÿ Ëàêñà, çàäàþùèå ýâîëþöèþ ïî âðåìåíàì, ñëåäóþùèå:

∂tα,k
L = [Aα,k, L], ∂tα,k

Rβ = [Aα,k, Rβ], Aα,k =
(
LkRα

)
+
, k = 1, 2, 3, . . . .

Óäîáíî ââåñòè ìàòðè÷íûé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé �âîëíîâîé îïåðàòîð� (èëè
îäåâàþùèé îïåðàòîð) W ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

Wαβ = δαβ +
∑
k≥1

ξk,αβ(x, t)∂
−k
x ,

ãäå ξk,αβ(x, t) � íåêîòîðûå ìàòðè÷íûå ôóíêöèè. Îïåðàòîðû L è Rα ïîëó÷àþòñÿ èç
�ãîëûõ� îïåðàòîðîâ I∂x è Eα �îäåâàíèåì� ñ ïîìîùüþ âîëíîâîãî îïåðàòîðà:

L = W∂xW−1, Rα = WEαW−1.

ßñíî, ÷òî â îïðåäåëåíèè âîëíîâîãî îïåðàòîðà åñòü ïðîèçâîë: åãî ìîæíî äîìíîæèòü
ñïðàâà íà ïðîèçâîëüíûé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, ïðåäñòàâëÿþùèé èç ñåáÿ ðÿä ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì ∂x, íà÷èíàþùèéñÿ
ñ I è êîììóòèðóþùèé ñ Eα äëÿ ëþáîãî α.

Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè èãðàþò âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ è äâîéñòâåííàÿ åé Ψ∗. Âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ ââîäèòñÿ êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ âîëíîâîãî îïåðàòîðà íà ýêñïîíåí-
öèàëüíóþ ôóíêöèþ:

Ψ(x, t; z) = W exp
(
xzI +

n∑
α=1

Eαξ(tα, z)
)
.

Ïî îïðåäåëåíèþ, îïåðàòîðû ∂−kx äåéñòâóþò íà ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ êàê
∂−kx exz = z−kexz. ßñíî, ÷òî ðàçëîæåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè ïðè z → ∞ ñëåäóþùåå:

Ψαβ(x, t; z) = exz+ξ(tβ ,z)
(
δαβ + ξ1,αβz

−1 + ξ2,αβz
−2 + . . .

)
.

Äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ââîäèòñÿ ôîðìóëîé

Ψ∗(x, t; z) = exp
(
−xzI −

n∑
α=1

Eαξ(tα, z)
)
W−1.

Çäåñü ìû èñïîëüçóåì ñîãëàøåíèå, ÷òî îïåðàòîðû ∂x, âõîäÿùèå â W−1, äåéñòâóþò

íàëåâî, à íå íàïðàâî. Ëåâîå äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê f
←
∂x≡ −∂xf .

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì

∂tα,mΨ(x, t; z) = Aα,mΨ(x, t; z),

ãäå Aα,m � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Aα,m =
(
WEα∂

m
x W−1

)
+
, à äâîéñòâåííàÿ

âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîïðÿæåííîìó óðàâíåíèþ

−∂tα,mΨ
∗(x, t; z) = Ψ∗(x, t; z)Aα,m.

Çäåñü îïåðàòîð Aα,m äåéñòâóåò íàëåâî.

2



Ìàòðè÷íàÿ èåðàðõèÿ ÊÏ. Ìàòðè÷íîé èåðàðõèåé ÊÏ íàçûâàåòñÿ ïîäèåðàðõèÿ
ìíîãîêîìïîíåíòíîé èåðàðõèè ÊÏ, ïîëó÷àþùàÿñÿ ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèåì íåçàâè-
ñèìûõ ïåðåìåííûõ: tα,m = tm äëÿ âñåõ α è m, òàê ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ∂tm ñîâïàäàåò

ñ
n∑

α=1

∂tα,m . Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìàòðè÷íîé èåðàðõèè ÊÏ èìååò ðàçëîæåíèå

Ψαβ(x, t; z) = exz+ξ(t,z)
(
δαβ + ξ1,αβ(t)z

−1 +O(z−2)
)
,

ãäå ξ(t, z) =
∑
k≥1

tkz
k. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è åé äâîéñòâåííàÿ óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíûì

óðàâíåíèÿì

∂tmΨ(t; z) = AmΨ(t; z), −∂tmΨ†(t; z) = Ψ†(t; z)Bm, m ≥ 1,

ãäå Am � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Am =
(
W∂mx W−1

)
+
. Ïðèm = 1 èìååì ∂t1Ψ =

∂xΨ, òàê ÷òî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ∂x = ∂t1 =
N∑

α=1

∂tα,1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýâîëþöèÿ

ïî t1 � ýòî ïðîñòî ñäâèã ïåðåìåííîé x: ξk(x, t1, t2, . . .) = ξk(x+ t1, t2, . . .). Ïðè m = 2
èìååì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

∂t2Ψ = ∂2xΨ+ 2V (x, t)Ψ,

−∂t2Ψ∗ = ∂2xΨ
∗ + 2Ψ∗V (x, t)

(íàïîìíèì, ÷òî Ψ, Ψ∗ è V � ìàòðèöû, ïîýòîìó ïîðÿäîê âàæåí), êîòîðûå èìåþò âèä
ìàòðè÷íûõ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì

V (x, t) = −∂xξ1(x, t).

Ýëëèïòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷å-
ñêèìè ôóíêöèÿìè îò x, è íàéäåì äèíàìèêó èõ ïîëþñîâ ïî âðåìåíè t2. Â îòëè÷èå îò
ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ, ãäå êîýôôèöèåíò ïðè ïîëþñå áûë ôèêñèðîâàííîé êîíñòàíòîé,
â ìàòðè÷íîì ñëó÷àå ýòè (ìàòðè÷íûå) êîýôôèöèåíòû � òîæå äèíàìè÷åñêèå ïåðå-
ìåííûå, è èõ äèíàìèêà äîëæíà áûòü íàéäåíà âìåñòå ñ äèíàìèêîé ïîëþñîâ. Ýòà
çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ðàáîòå [27], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòà äèíàìèêà ñîâïàäàåò ñ
äèíàìèêîé ñïèíîâîé ñèñòåìû ÊÌ.

Êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, ìû ïðåæäå âñåãî îáðàòèìñÿ ê ëèíåéíûì çàäà÷àì.
Ïóñòü âîëíîâûå ôóíêöèè Ψ, Ψ∗ (è çíà÷èò êîýôôèöèåíò ξ1) êàê ôóíêöèè îò x èìåþò
ïðîñòûå ïîëþñà â òî÷êàõ xi, i = 1, . . . , N . Ìîæíî ïîêàçàòü (ìû íå áóäåì çäåñü
ýòîãî äåëàòü), ÷òî âû÷åòû â ýòèõ ïîëþñàõ � ìàòðèöû ðàíãà 1. Ïàðàìåòðèçóåì èõ ñ
ïîìîùüþ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ai = (a1i , a

2
i , . . . , a

n
i )

T, bi = (b1i , b
2
i , . . . , b

n
i )

T:

ξ1,αβ = Sαβ −
∑
i

aαi b
β
i ζ(x− xi),

ãäå Sαβ íå çàâèñèò îò x. Ñëåäîâàòåëüíî,

Vαβ(x, t) = −
∑
i

aαi b
β
i ℘(x− xi).
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Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ai, bi áóäóò ñïèíîâûìè ïåðåìåííûìè â ñïèíîâîé ñèñòåìå ÊÌ.

Êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, âîëíîâûå ôóíêöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ äâîÿêîáëîõîâñêèõ ôóíêöèé:

Ψαβ = ezx+ξ(t,z)
∑
i

aαi c
β
i Φ(x− xi, λ),

Ψ∗αβ = e−zx−ξ(t,z)
∑
i

c∗αi b
β
i Φ(x− xi,−λ),

ãäå cαi , c
∗α
i � êîìïîíåíòû íåêîòîðûõ íå çàâèñÿùèõ îò x âåêòîðîâ ci = (c1i , . . . , c

n
i )

T,
c∗i = (c∗1i , . . . , c

∗n
i )T.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ Ψ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî ÿâíîãî
âèäà Ψ è V , ìû âèäèì, ÷òî îáå ÷àñòè èìåþò ïîëþñà ïðè x = xi âïëîòü äî òðåòüåãî
ïîðÿäêà. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ïîëþñàõ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ, ïîëó÷àåì
óñëîâèÿ:

� ïðè 1
(x−xi)3

: bνi a
ν
i = 1;

� ïðè 1
(x−xi)2

: −1

2
ẋic

β
i −

∑
j ̸=i

bνi a
ν
j c

β
jΦ(xi−xj, λ) = zcβi ;

� ïðè 1
x−xi

: ∂t2(a
α
i c

β
i ) = ℘(λ)aαi c

β
i

− 2
∑
j ̸=i

aαi b
ν
i a

ν
j c

β
jΦ
′(xi − xj, λ)− 2cβi

∑
j ̸=i

aνi b
ν
ja

α
j ℘(xi − xj),

ãäå òî÷êà îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî t2. Çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå
ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ãðå÷åñêèì èíäåêñàì. Àíàëîãè÷íî, ñîêðàùàÿ ïîëþñà â ëèíåéíîé
çàäà÷å äëÿ Ψ∗, ïðèõîäèì ê óñëîâèÿì

� ïðè 1
(x−xi)3

: bνi a
ν
i = 1 (êàê è âûøå);

� ïðè 1
(x−xi)2

: −1

2
ẋic
∗α
i −

∑
j ̸=i

c∗αj b
ν
ja

ν
iΦ(xj−xi, λ) = zc∗αi ;

� ïðè 1
x−xi

: ∂t2(c
∗α
i b

β
i ) = −℘(λ)c∗αi b

β
i

+ 2
∑
j ̸=i

c∗αj b
ν
ja

ν
i b

β
i Φ
′(xj − xi, λ) + 2c∗αi

∑
j ̸=i

bνi a
ν
j b

β
j ℘(xi − xj).

Ìû èñïîëüçîâàëè î÷åâèäíîå ñâîéñòâî Φ(x,−λ) = −Φ(−x, λ). Óñëîâèÿ, ïðîèñòåêà-
þùèå èç ñðàâíåíèÿ ïîëþñîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà � ñâÿçè íà âåêòîðû ai, bi. Äðóãèå
óñëîâèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîì âèäå

(zI − L(λ))cβ = 0,

ċβ =M(λ)cβ,


c∗α(zI − L(λ)) = 0,

ċ∗α = c∗αM∗(λ),
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ãäå cβ = (cβ1 , . . . , c
β
N)

T, c∗α = (c∗α1 , . . . , c
∗α
N ) � N -êîìïîíåíòíûå âåêòîðû, à L(λ), M(λ),

M∗(λ) � N×N ìàòðèöû âèäà

Lij(λ) = −1

2
ẋiδij − (1− δij)b

ν
i a

ν
jΦ(xi − xj, λ),

Mij(λ) = (℘(λ)− Λi)δij − 2(1− δij)b
ν
i a

ν
jΦ
′(xi − xj, λ),

M∗
ij(λ) = −(℘(λ)− Λ∗i )δij + 2(1− δij)b

ν
i a

ν
jΦ
′(xi − xj, λ).

Çäåñü

Λi =
ȧαi
aαi

+ 2
∑
j ̸=i

aαj b
ν
ja

ν
i

aαi
℘(xi − xj), −Λ∗i =

ḃαi
bαi

− 2
∑
j ̸=i

bνi a
ν
j b

α
j

bαi
℘(xi − xj)

íå çàâèñÿò îò èíäåêñà α (â ýòèõ ôîðìóëàõ åñòü ñóììèðîâàíèå ïî ν, íî íåò ñóììè-
ðîâàíèÿ ïî α). Íà ñàìîì äåëå Λi = Λ∗i , òàê ÷òî M∗(λ) = −M(λ). Äåéñòâèòåëüíî,
óìíîæèâ ôîðìóëû äëÿ Λi, Λ

∗
i íà a

α
i b

α
i (ñóììèðîâàíèÿ íåò!), ïðîñóììèðîâàâ ïî α è

ñëîæèâ äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì Λi − Λ∗i = ∂t2(a
α
i b

α
i ) = 0 â ñèëó ñâÿçè aαi b

α
i = 1.

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû ãëàñèò, ÷òî

(L̇+ [L,M ])cβ = 0.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ Λi, Λ
∗
i â âèäå

ȧαi = Λia
α
i − 2

∑
j ̸=i

aαj b
ν
ja

ν
i ℘(xi − xj),

ḃαi = −Λib
α
i + 2

∑
j ̸=i

bνi a
ν
j b

α
j ℘(xi − xj)

(â ýòîì âèäå îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñïèíîâûõ ïåðåìåí-
íûõ). Îíè ãàðàíòèðóþò çàíóëåíèå íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
L̇+[L,M ]. Çàíóëåíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ äàåò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëþ-
ñîâ xi:

ẍi = 4
∑
j ̸=i

bµi a
µ
kb

ν
ka

ν
i ℘
′(xi − xj).

Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå aαi → aαi qi, b
α
i → bαi q

−1
i ñ qi = exp

(∫ t2
Λidt

)
óíè÷òî-

æàåò ÷ëåíû ñ Λi òàê ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü Λi = 0. Ýòî äàåò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ȧαi = −2
∑
j ̸=i

aαj b
ν
ja

ν
i ℘(xi − xj), ḃαi = 2

∑
j ̸=i

bνi a
ν
j b

α
j ℘(xi − xj)

èç ðàçäåëà 4.1.
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Óðàâíåíèå Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè òèïà B è åãî ñèí-

ãóëÿðíûå ðåøåíèÿ

Êðîìå èåðàðõèè ÊÏ, ñâÿçàííîé ñ áåñêîíå÷íîìåðíîé àëãåáðîé Ëè òèïà A, ñóùåñòâó-
þò âåðñèè èåðàðõèè ÊÏ, ñâÿçàííûå ñ àëãåáðàìè òèïîâ B, C è D. Â íåêîòîðîì ñìûñëå
îíè ÿâëÿþòñÿ ïîäèåðàðõèÿìè èåðàðõèè ÊÏ. Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè, ìû êðàòêî
îáñóäèì çäåñü óðàâíåíèå ÊÏ òèïà B (èëè ïðîñòî B-ÊÏ) è åãî ýëëèïòè÷åñêèå ðåøå-
íèÿ. Äèíàìèêà èõ ïîëþñîâ äàåò íîâóþ èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó ÷àñòèö, íåïîõîæóþ
íà ñèñòåìû ÊÌ, âïåðâûå ïîÿâèâøóþñÿ â ðàáîòå [29].

Óðàâíåíèå B-ÊÏ

Óðàâíåíèå B-ÊÏ � ýòî ïåðâûé ÷ëåí áåñêîíå÷íîé èåðàðõèè (èåðàðõèè B-ÊÏ) ñ íåçà-
âèñèìûìè ïåðåìåííûìè (âðåìåíàìè) t1, t3, t5, t7, . . ., êîòîðûå íóìåðóþòñÿ íå÷åòíûìè
÷èñëàìè. Ïîëîæèì t1 = x. Óðàâíåíèå B-ÊÏ èìååò âèä ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé äëÿ
äâóõ ôóíêöèé u, w:

3w′ = 10ut3 + 20u
′′′
+ 120uu′

wt3 − 6ut5 = w
′′′ − 6u

′′′′′ − 60uu
′′′ − 60u′u′′ + 6uw′ − 6wu′,

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî x. Çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ w ìîæíî
èñêëþ÷èòü è çàïèñàòü ýòó ñèñòåìó â âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ íà U =

∫ x udx.

Óðàâíåíèå B-ÊÏ èìååò êîììóòàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå óðàâíåíèÿ Çàõà-
ðîâà-Øàáàòà

∂t5B3 − ∂t3B5 + [B3, B5] = 0

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

B3 = ∂3x + 6u∂x, B5 = ∂5x + 10u∂3x + 10u′∂2x + w∂x.

Â ñâîþ î÷åðåäü, óðàâíåíèå Çàõàðîâà-Øàáàòà � ýòî óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíûõ
çàäà÷

∂t3ψ = B3ψ, ∂t5ψ = B5ψ

äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ψ, çàâèñÿùåé îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà z.

Êàê è â ñëó÷àå ÊÏ, ó èåðàðõèè B-ÊÏ ñóùåñòâóåò òàó-ôóíêöèÿ τ = τ(x, t3, t5, . . .).
Ïîäñòàíîâêè

u = ∂2x log τ, w =
10

3
∂t3∂x log τ +

20

3
∂4x log τ + 20(∂2x log τ)

2

îáðàùàþò ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû B-ÊÏ â òðèâèàëüíîå òîæäåñòâî, à âòîðîå ïðè-
íèìàåò áèëèíåéíóþ ôîðìó.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå â òåðìèíàõ òàó-ôóíêöèè ñòàíîâèòñÿ áè-
ëèíåéíûì è ïðèíèìàåò âèä(

D6
1 − 5D3

1D3 − 5D2
3 + 9D1D5

)
τ · τ = 0,
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ãäå Di � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Õèðîòû, äåéñòâèå êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ
ïðàâèëîì

P (D1, D3, D5, . . .)τ · τ = P (∂y1 , ∂y3 , ∂y5 , . . .)τ(x+ y1, t3 + y3, . . .)τ(x− y1, t3 − y3, . . .)
∣∣∣
yi=0

äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà P (D1, D3, D5, . . .).

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òàó-ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå

ψ = exp
( ∑
k=1,3,5,...

tkz
k
) τ(t1 − 2z−1, t3 − 2

3
z−3, t5 − 2

5
z−5, . . .

)
τ(t1, t3, t5, . . .)

,

àíàëîãè÷íîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå â òåîðèè èåðàðõèè ÊÏ.

Äèíàìèêà ïîëþñîâ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ B-ÊÏ

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëþñîâ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Íàøà öåëü �
èçó÷èòü äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèå (ýëëèïòè÷åñêèå) ðåøåíèÿ ïî ïåðåìåííîé x. Äëÿ òà-
êèõ ðåøåíèé òàó-ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �ýëëèïòè÷åñêèé ïîëèíîì� îò x, ò.å.
ôóíêöèþ âèäà

τ = Aecx
2/2

N∏
i=1

σ(x− xi)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé c. Ñîîòâåòñòâåííî, u = ∂2x log τ � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ
äâîéíûìè ïîëþñàìè â òî÷êàõ xi:

u = c−
N∑
i=1

℘(x− xi).

Ïîëþñà çàâèñÿò îò âðåìåí t3, t5. Ìû ïîêàæåì, ÷òî çàâèñèìîñòü îò t3 = t îïèñûâàåòñÿ
íüþòîíîâñêèìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ

ẍi + 6
∑
j ̸=i

(ẋi + ẋj)℘
′(xi − xj)− 72

∑
[ijk]

℘(xi − xj)℘
′(xi − xk) = 0,

ãäå â ïîñëåäíåé ñóììå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ðàçëè÷íûì èíäåêñàì i, j, k.
Õàðàêòåðíîå ñâîéñòâî ýòèõ óðàâíåíèé � íàëè÷èå êàê äâóõ-÷àñòè÷íîãî, òàê è òðåõ-
÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, à òàêæå çàâèñèìîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ îò ñêîðîñòåé. Ãà-
ìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, åñëè îíà ñóùåñòâóåò, íåèçâåñòíà.

Ñîãëàñíî ìåòîäó Êðè÷åâåðà, íóæíî îáðàòèòüñÿ ê ëèíåéíîé çàäà÷å ∂tψ = B3ψ
äëÿ ôóíêöèè ψ:

∂tψ = ∂3xψ + 6u∂xψ.

Òàê êàê êîýôôèöèåíòíàÿ ôóíêöèÿ u äâîÿêîïåðèîäè÷íà, ðåøåíèÿ íàäî èñêàòü ñðå-
äè äâîÿêîáëîõîâñêèõ ôóíêöèé. Ïîëþñíîé àíçàö äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè àíàëîãè÷åí
òîìó, êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè â ñëó÷àå ÊÏ:

ψ = exz+tz3
N∑
i=1

ciΦ(x− xi, λ).
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Êàê îáû÷íî, ìû ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü âòîðîé àðãóìåíò ôóíêöèè Φ è ïèñàòü ïðîñòî
Φ(x) = Φ(x, λ). Íàì ïîíàäîáÿòñÿ òàêæå ïðîèçâîäíûå ïî x: Φ′(x) = ∂xΦ(x, λ), Φ

′′(x) =
∂2xΦ(x, λ), è ò. ä.

Çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòó c â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè u ïî ïîëþñàì ìîæíî óñòðàíèòü
ïðîñòûì ïðåîáðàçîâàíèåì x → x − 6ct, t → t (èëè ∂x → ∂x, ∂t → ∂t + 6c∂x äëÿ
âåêòîðíûõ ïîëåé). Ïîýòîìó äëÿ ïðîñòîòû ìû ñðàçó ïîëîæèì c = 0.

Ïîäñòàíîâêà ïîëþñíîãî àíçàöà â ëèíåéíóþ çàäà÷ó ñ u = −
∑
i

℘(x− xi) ïðèâîäèò

ê ñîîòíîøåíèþ∑
i

ċiΦ(x−xi)−
∑
i

ciẋiΦ
′(x−xi) = 3z2

∑
i

ciΦ
′(x−xi)+3z

∑
i

ciΦ
′′(x−xi)+

∑
i

ciΦ
′′′(x−xi)

−6z
(∑

k

℘(x− xk)
)(∑

i

ciΦ(x− xi)
)
− 6

(∑
k

℘(x− xk)
)(∑

i

ciΦ
′(x− xi)

)
.

Äîñòàòî÷íî ñîêðàòèòü âñå ïîëþñà â òî÷êàõ xi (âïëîòü äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà). Íåòðóä-
íî âèäåòü, ÷òî ïîëþñà ÷åòâåðòîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ ñîêðàùàþòñÿ òîæäåñòâåííî.
Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ ñîêðàùåíèÿ ïîëþñîâ âòîðîãî è ïåðâîãî
ïîðÿäêîâ èìåþò âèä

ciẋi = −(3z2 − 3℘(λ))ci − 6z
∑
k ̸=i

ckΦ(xi − xk)− 6
∑
k ̸=i

ckΦ
′(xi − xk) + 6ci

∑
k ̸=i

℘(xi − xk),

ċi = 3z℘(λ)ci + 2℘′(λ)ci − 6z
∑
k ̸=i

ckΦ
′(xi − xk)− 6zci

∑
k ̸=i

℘(xi − xk)

− 6
∑
k ̸=i

ckΦ
′′(xi − xk) + 6ci

∑
k ̸=i

℘′(xi − xk).

Êàê è ðàíüøå, ýòè óñëîâèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:
Lc = (3z2 − 3℘(λ))c

ċ =Mc,

ãäå
L = −Ẋ − 6zA− 6B + 6D,

M = (3z℘(λ) + 2℘′(λ))I − 6zB − 6zD − 6C + 6D′,

è ìàòðèöû A, B, C, D, D′, I òàêîâû:

Aik = (1− δik)Φ(xi − xk),

Bik = (1− δik)Φ
′(xi − xk),

Cik = (1− δik)Φ
′′(xi − xk),

Dik = δik
∑
j ̸=i

℘(xi − xj),

D′ik = δik
∑
j ̸=i

℘′(xi − xj).
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Ìàòðèöû A,B,C âíåäèàãîíàëüíûå, à ìàòðèöûD,D′ äèàãîíàëüíûå. Óðàâíåíèå ñïåê-
òðàëüíîé êðèâîé èìååò âèä

det
(
L(z, λ)− (3z2 − 3℘(λ))I

)
= 0.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìàòðèöû L,M çàâèñÿò íå òîëüêî îò λ, íî è îò z.
Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íà âåêòîð c ïåðåîïðåäåëåíà. Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå
ïî t, íàõîäèì óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû:(

L̇+ [L,M ]
)
c = 0.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî:

L̇+ [L,M ] = −12D′
(
L− (3z2 − 3℘(λ))I

)
− Ẍ + 12D′(6D − Ẋ) + 6Ḋ − 6D′′′,

ãäå D′′′ik = δik
∑
j ̸=i

℘′′′(xi − xj). Äàäèì åãî êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûé

âèä ìàòðèö L, M , ïèøåì:

L̇+ [L,M ] = 36z2
(
[A,B] + [A,D]

)
− 6z

(
Ȧ− [Ẋ, B]

)
+36z

(
[A,C]− [A,D′] + 2[B,D]

)
− 6

(
Ḃ − [Ẋ, C]

)
− Ẍ + 6Ḋ

+36
(
[B,C]− [B,D′] + [C,D]

)
.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî Ȧik = (ẋi−ẋk)Φ′(xi−xk), Ḃik = (ẋi−ẋk)Φ′′(xi−xk), è, ñëå-
äîâàòåëüíî, Ȧ = [Ẋ, B], Ḃ = [Ẋ, C]. Âûðàæåíèå [A,B]+ [A,D] ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü
ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

Φ(x, λ)Φ′(y, λ)− Φ(y, λ)Φ′(x, λ) = Φ(x+ y, λ)(℘(x)− ℘(y)).

Ïðè i 6= k èìååì: (
[A,B] + [A,D]

)
ik

=
∑
j ̸=i,k

Φ(xi − xj)Φ
′(xj − xk)−

∑
j ̸=i,k

Φ′(xi − xj)Φ(xj − xk)

+Φ(xi − xk)
(∑
j ̸=k

℘(xj − xk)−
∑
j ̸=i

℘(xi − xj)
)
= 0,

òàê ÷òî [A,B] + [A,D] � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. ×òîáû åå íàéòè, âîçüìåì ïðåäåë
ïðèâåäåííîãî âûøå òîæäåñòâà ïðè y → −x:

Φ(x, λ)Φ′(−x, λ)− Φ(−x, λ)Φ′(x, λ) = ℘′(x),

îòêóäà (
[A,B] + [A,D]

)
ii
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=
∑
j ̸=i

(
Φ(xi − xj)Φ

′(xj − xi)− Φ′(xi − xj)Φ(xj − xi)
)
=

∑
j ̸=i

℘′(xi − xj) = D′ii,

òàê ÷òî â èòîãå ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî

[A,B] + [A,D] = D′.

Êîìáèíèðóÿ ïðîèçâîäíûå îò ïðèâåäåííîãî âûøå òîæäåñòâà ïî x è y, ïîëó÷èì òîæ-
äåñòâà

Φ(x)Φ′′(y)− Φ(y)Φ′′(x) = 2Φ′(x+ y)(℘(x)− ℘(y)) + Φ(x+ y)(℘′(x)− ℘′(y)),

Φ′(x)Φ′′(y)− Φ′(y)Φ′′(x) = Φ′′(x+ y)(℘(x)− ℘(y)) + Φ′(x+ y)(℘′(x)− ℘′(y)),

ãäå ìû äëÿ êðàòêîñòè îïóñòèëè âòîðîé àðãóìåíò ôóíêöèè Φ. Èõ ïðåäåëû ïðè y →
−x äàþò òîæäåñòâà

Φ(x)Φ′′(−x)− Φ(−x)Φ′′(x) = 0,

Φ′(x)Φ′′(−x)− Φ′(−x)Φ′′(x) = −1

6
℘′′′(x)− ℘(λ)℘′(x).

Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå òîæäåñòâà:

[A,C] = 2[D,B] +D′A+ AD′,

[B,C] = [D,C] +D′B +BD′ − 1

6
D′′′ − ℘(λ)D′,

ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïðèõîäèì ê íàøåìó îñíîâíîìó òîæäåñòâó äëÿ L̇+ [L,M ].

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû äëÿ âåêòîðà c òðå-
áóåò îáðàùåíèÿ â 0 äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû

−Ẍ + 12D′(6D − Ẋ) + 6Ḋ − 6D′′′.

Ýòî äàåò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëþñîâ xi. Ðàñïèñûâàÿ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
ÿâíî, áóäåì èìåòü:

ẍi + 6
∑
j ̸=i

(ẋi + ẋj)℘
′(xi − xj)− 72

∑
j ̸=i

∑
k ̸=i

℘(xi − xj)℘
′(xi − xk) + 6

∑
j ̸=i

℘′′′(xi − xj) = 0.

Ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà ℘′′′(x) = 12℘(x)℘′(x) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âèäå

ẍi + 6
∑
j ̸=i

(ẋi + ẋj)℘
′(xi − xj)− 72

∑
[ijk]

℘(xi − xj)℘
′(xi − xk) = 0,

ãäå â ïîñëåäíåé ñóììå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ðàçëè÷íûì èíäåêñàì i, j, k. Â
ðàöèîíàëüíîì ïðåäåëå ýòè óðàâíåíèÿ ïðåâðàùàþòñÿ â

ẍi − 12
∑
j ̸=i

ẋi + ẋj
(xi − xj)3

+ 144
∑
[ijk]

1

(xi − xj)2(xi − xk)3
= 0.
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Ïðåäñòàâëåíèå Ìàíàêîâà è èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ íå èìåþò ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà, íî èìåþò êîììóòàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå

L̇+ [L,M ] = −12D′(L− ΛI),

ãäå Λ = 3(z2−℘(λ)). Ýòî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå òðîéêè Ìàíàêîâà. Ýâîëþöèÿ ìàòðèöû
Ëàêñà L → L(t) íå èçîñïåêòðàëüíà, íî òåì íå ìåíåå det(L(z, λ) − ΛI) ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ìàíàêîâà ñëåäóåò, ÷òî

d

dt
log det(L− ΛI) =

d

dt
tr log(L− ΛI)

= tr
(
L̇(L− ΛI)−1

)
= −12 trD′ = 0,

ïîñêîëüêó ìàòðèöà D′ áåññëåäîâàÿ: ôóíêöèÿ ℘′ íå÷åòíàÿ, è ïîýòîìó

trD′ =
∑
i ̸=j

℘′(xi − xj) = 0.

Âûðàæåíèå
R(z, λ) = det

(
3(z2 − ℘(λ))I − L(z, λ)

)
ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïî z ñòåïåíè 2N . Åãî êîýôôèöèåíòû � èíòåãðàëû äâèæåíèÿ (íå
âñå èç íèõ íåçàâèñèìû è íåêîòîðûå ìîãóò áûòü òðèâèàëüíûìè). Ïðèìåíèâ ïðåîáðà-
çîâàíèå ïîäîáèÿ L→ G−1LG ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé Gij = δije

−ζ(λ)xi , çàêëþ÷àåì,
÷òî êîýôôèöèåíòû Rk(λ) ïîëèíîìà

R(z, λ) =
2N∑
k=0

Rk(λ)z
k

ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò λ ñ ïîëþñîì (ïðè áîëüøèõ k âûñîêîãî
ïîðÿäêà) ïðè λ = 0. Îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì Rk(−λ) = (−1)kRk(λ) è ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ℘-ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ. Ïðèìåð (N =
2):

det
2×2

(
3(z2 − ℘(λ))I − L

)
= 9z4 + 3z2

(
ẋ1 + ẋ2 − 18℘(λ)

)
− 36z℘′(λ)− 3℘(λ)(ẋ1 + ẋ2)

+ ẋ1ẋ2 − 6(ẋ1 + ẋ2)℘(x1 − x2)− 27℘2(λ) + 9g2,

ãäå g2 � êîýôôèöèåíò â ðàçëîæåíèè ℘-ôóíêöèè âáëèçè x = 0: ℘(x) = x−2 + 1
20
g2x

2 +
1
28
g3x

4 + O(x6). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè N = 2 èìåþòñÿ äâà èíòåãðàëà äâèæåíèÿ: I1 =
ẋ1 + ẋ2 è I2 =

1
2
(ẋ21 + ẋ22) + 6(ẋ1 + ẋ2)℘(x1 − x2).

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî

I1 =
∑
i

ẋi,

I2 =
1

2

∑
i

ẋ2i + 6
∑
i ̸=j

ẋi℘(xij)− 18
∑
[ijk]

℘(xij)℘(xik)

ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Â âûðàæåíèè äëÿ I2 ïîñëåäíÿÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî
âñåì òðîéêàì ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i, j, k îò 1 äî N .
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ òîæäåñòâàõ äëÿ ℘-ôóíêöèè:

n∑
i=1

∂xi

n∏
k=1, ̸=i

℘(xi − xk) = 0, n = 2, 3, . . .

(äëÿ n = 3 è n = 4). Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òîæäåñòâ ñòàíäàðòíî. Ëåâàÿ ÷àñòü �
ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò x1. Ðàçëîæèâ åå âáëèçè âîçìîæíûõ ïîëþñîâ ïðè x1 = xk,
k = 2, . . . , n, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà ðåãóëÿðíà, è òåì ñàìûì íå çàâèñèò îò x1. Â
ñèëó ñèììåòðèè ïðè ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ ýòî êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò âñåõ
xi. Ïîëîæèâ xk = kx, âèäèì, ÷òî îíà ðàâíà íóëþ.

Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

R(z, λ) = det
(
3(z2 − ℘(λ))I − L(z, λ)

)
= 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî L(−z,−λ) = LT(z, λ), òàê ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ îáëàäàåò ãî-
ëîìîðôíîé èíâîëþöèåé ι : (z, λ) 7→ (−z,−λ). Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ èíòå-
ãðàëîâ äâèæåíèÿ óðàâíåíèå R(z, λ) = 0 çàäàåò àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ Γ, ïðåäñòàâ-
ëÿþùóþ èç ñåáÿ 2N -ëèñòíîå íàêðûòèå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E , ðåàëèçîâàííîé êàê
ôàêòîð êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïî ðåøåòêå ñ ïåðèîäàìè 2ω1, 2ω2. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ðîä êðèâîé Γ ðàâåí 2N .

Ñëèïàþùèåñÿ ÷àñòèöû â ñèñòåìå ÊÌ

Â ðàáîòå [30] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, âûâåäåííûå â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå äëÿ ïîëþñîâ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ B-ÊÏ, ñîâïàäàþò ñ äèíà-
ìèêîé ÷àñòèö ñèñòåìû ÊÌ, ïîïàðíî ñëèïøèõñÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, ïîä äåéñòâèåì
ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H3. Ñòàíäàðòíûé ïîòîê ÊÌ ñ ãàìèëüòî-
íèàíîì H2 íåìåäëåííî ðàçðóøàåò òàêóþ êîíôèãóðàöèþ, íî, êàê ìû ïîêàæåì, îíà
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîòîêà ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H3 = −
∑
i

p3i + 3
∑
i ̸=j

pi℘(xi − xj).

Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ ÷àñòèö â ñèñòåìå ÊÌ ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ÷àñòèö N =
2n, â êîòîðîé ÷àñòèöû ñëèïàþòñÿ â ïàðû, òàê ÷òî èõ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì x2i−1 = x2i, i = 1, . . . , n. Îäíàêî, áóêâàëüíî ïîëîæèòü x2i−1 = x2i íåëü-
çÿ, ïîñêîëüêó ýòîò ïðåäåë ñèíãóëÿðåí, è óðàâíåíèÿ íå áóäóò èìåòü ñìûñëà. Íóæíî
ïîëîæèòü x2i−x2i−1 = O(ε) è â êîíöå ðàññìîòðåòü ïðåäåë ε→ 0. À èìåííî, ïîëîæèì

x2i − x2i−1 = εδi, ε→ 0, i = 1, . . . , n,

ãäå δi âîîáùå ãîâîðÿ ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè. Îïðåäåëèì ïîäìîãîîîáðàçèå Bn(ε) =
Bn(ε, {δi}) â 2N = 4n-ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû ÊÌ, íàëîæèâ âìåñòå
ñ óñëîâèÿìè íà êîîðäèíàòû x2i − x2i−1 = εδi ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà èìïóëüñû:

p2i−1 =
1

εδi
+ αiε+ βiε

2,

p2i = − 1

εδi
− αiε+ βiε

2,
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ãäå

αi = αi(ε) = αi,0 + αi,1ε+ αi,2ε
2 + . . . , βi = βi(ε) = βi,0 + βi,1ε+ βi,2ε

2 + . . .

(íåêîòîðûå ðÿäû ïî ε). Ïðè äàííûõ δi âåëè÷èíû βi îêàæóòñÿ ôèêñèðîâàííûìè (ìû
óâèäèì ýòî ïîçäíåå), òàê ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå Bn(ε) ñ êîîðäèíàòàìè x2i−1, αi èìååò
ðàçìåðíîñòü 2n.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå Bn(ε) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîòîêà ñ ãà-
ìèëüòîíèàíîì H3, ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîòîðîãî èìåþò âèä

ẋi = −3p2i + 3
∑
j ̸=i

℘(xi − xj),

ṗi = −3
∑
j ̸=i

(pi + pj)℘
′(xi − xj).

Ìû èìååì:
ẋ2i−1 = −6

αi

δi
+ 6

∑
j ̸=i

℘(x2i−1 − x2j−1) +O(ε)

è äëÿ ñàìîìîãëàñîâàííîñòè íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

ẋ2i − ẋ2i−1 = εδ̇i,

ò.å. ÷òî ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè íå ïîðîæäàåò íåèñ÷åçàþùèå ñ ε→ 0 ÷ëåíû (ýòî îçíà-
÷àåò, ïàðû ñëèïøèõñÿ ÷àñòèö íå ðàçðóøàþòñÿ). Èç óðàâíåíèÿ äëÿ ẋi èìååì:

∂t(x2i − x2i−1) = 3(p22i−1 − p22i)

+3
∑
j ̸=i

(
℘(x2i−x2j−1) + ℘(x2i−x2j)

)

−3
∑
j ̸=i

(
℘(x2i−1−x2j−1) + ℘(x2i−1−x2j)

)
.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî p22i−1− p22i = 4βiδ
−1
i ε+4αiβiε

3, ïîëó÷àåì, ðàçëîæèâ ïðàâóþ ÷àñòü

ïî ñòåïåíÿì ε, ÷òî ẋ2i − ẋ2i−1 = εδ̇i óäîâëåòâîðÿåòñÿ è

δ̇i = 12βi,0δ
−1
i + 6δi

∑
j ̸=i

℘′(x2i−1 − x2j−1) â ïîðÿäêå ε,

4βi,1 = δ2i
∑
j ̸=i

(δj − δi)℘
′′(x2i−1 − x2j−1) â ïîðÿäêå ε2,

24αiβi,0δi + 24βi,2 + δ2i
∑
j ̸=i

(2δ2i + 3δ2j − 3δiδj)℘
′′′(x2i−1 − x2j−1) = 0 â ïîðÿäêå ε3.

Äàëåå, ðàñïèøåì âòîðîå èç ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ:

ṗ2i−1 = −3(p2i−1 + p2i)℘
′(x2i−1 − x2i)

−3
∑
j ̸=i

(
(p2i−1 + p2j−1)℘

′(x2i−1 − x2j−1) + (p2i−1 + p2j)℘
′(x2i−1 − x2j)

)
.
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Ðàçëîæèâ ïðàâóþ ÷àñòü ïî ñòåïåíÿì ε â ïîðÿäêàõ ε−1, ε0 ïîëó÷àåì òå æå óðàâíåíèÿ
(÷òî ãîâîðèò î ñàìîñîãëàñîâàííîñòè ïðîöåäóðû) à â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

α̇i = −6αi

∑
j ̸=i

℘′(x2i−1−x2j−1)−
3

2

∑
j ̸=i

(δ−1i −δ−1j )δ2j℘
′′′(x2i−1−x2j−1)− 12δ−3i βi,2.

Ñîãëàñîâàííîñòü ñ ýâîëþöèåé âî âðåìåíè òðåáóåò, ÷òîáû

ṗ2i−1 + ṗ2i = O(ε2).

Èç âòîðîãî ãàìèëüòîíîâà óðàâíåíèÿ èìååì:

−(ṗ2i−1 + ṗ2i) = 3p2i−1
∑
j ̸=i

(
℘′(x2i−1 − x2j−1) + ℘′(x2i−1 − x2j)

)

+3p2i
∑
j ̸=i

(
℘′(x2i − x2j−1) + ℘′(x2i − x2j)

)

+3
∑
j ̸=i

p2j−1℘
′(x2i−1 − x2j−1) + 3

∑
j ̸=i

p2j℘
′(x2i−1 − x2j)

+3
∑
j ̸=i

p2j−1℘
′(x2i − x2j−1) + 3

∑
j ̸=i

p2j℘
′(x2i − x2j).

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ïîðÿäîê O(1). Îäíàêî, àêêóðàòíîå ðàçëîæå-
íèå ïî ñòåïåíÿì ε ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷ëåíû O(1) è O(ε) ñîêðàùàþòñÿ, òàê ÷òî ïðàâàÿ
÷àñòü èìååò ïîðÿäîê O(ε2), êàê è òðåáóåòñÿ.

Îãðàíè÷èì ýâîëþöèþ âî âðåìåíè íà ïîäìíîãîîáðàçèå Bn = lim
ε→0

Bn(ε), ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïàð ñ êîîðäèíàòàìè x2i−1, ò.å. óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâà-
þùèå ẍ2i−1, ẋ2i−1 è x2i−1. Èç

ẋ2i−1 = −6
αi

δi
+ 6

∑
j ̸=i

℘(x2i−1 − x2j−1) +O(ε)

èìååì:

ẍ2i−1 = −6δ−1i α̇i + 6αiδ
−2
i δ̇i + 6

∑
j ̸=i

(ẋ2i−1 − ẋ2j−1)℘
′(x2i−1 − x2j−1).

Ïîäñòàâèâ ñþäà α̇i, âèäèì, ÷òî âñå δi ñîêðàùàþòñÿ, è â ïðåäåëå ε → 0 ïîëó÷àþòñÿ
ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

ẍi + 6
∑
j ̸=i

(ẋi + ẋj)℘
′(xi − xj)− 72

∑
j ̸=i

∑
k ̸=i

℘(xi − xj)℘
′(xi − xk) + 6

∑
j ̸=i

℘′′′(xi − xj) = 0

(çäåñü i, j, k � íå÷åòíûå ÷èñëà îò 1 äî 2n−1). Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî ℘′′′(x) = 12℘(x)℘′(x),
ïðåäñòàâèì èõ â âèäå

ẍi + 6
∑
j ̸=i

(ẋi + ẋj)℘
′(xi − xj)− 72

∑
[ijk]

℘(xi − xj)℘
′(xi − xk) = 0.
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Ýòî â òî÷íîñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëþñîâ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé B-ÊÏ,
âûâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Âû÷èñëåíèÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ, åñëè ñ ñàìîãî íà÷àëà ïîëîæèòü δi = 1,
ò.å. x2i−x2i−1 = ε. Ýòî ôèêñèðóåò �êàëèáðîâî÷íóþ ñâîáîäó� â îïðåäåëåíèè Bn(ε).
Êîýôôèöèåíòû βi,a ñòàíîâÿòñÿ ôóíêöèÿìè îò x2j−1, αj. Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìó-
ëû ïîêàçûâàþò, ÷òî îãðàíè÷åíèå äèíàìèêè ÊÌ ñ ãàìèëüòîíèàíîì H3 íà Bn ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

ẋ2i−1 = −6αi + 6
∑
j ̸=i

℘(x2i−1 − x2j−1),

α̇i = −12αi

∑
j ̸=i

℘′(x2i−1 − x2j−1) +
∑
j ̸=i

℘′′′(x2i−1 − x2j−1).

Èñêëþ÷èâ îòñþäà αi, ïðèõîäèì ê íàïèñàííûì âûøå óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ.

Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü, áåçóñëîâíî, ïîäìåòèò àíàëîãèþ ñ òåì, êàê ìû ïîëó÷àëè
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ, ðàññìîòðåâ ïàðû ÷àñòèö ÐØ
ñ ôèêñèðîâàííûì ðàññòîÿíèåì η ìåæäó ÷àñòèöàìè â êàæäîé ïàðå. Ýòà àíàëîãèÿ íå
ñëó÷àéíà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëþñîâ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé B-ÊÏ ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ â ïðåäåëå
η → 0.
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