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Èåðàðõèÿ ÊÏ

Ñ óðàâíåíèåì ÊÏ ñâÿçàíà öåëàÿ áåñêîíå÷íàÿ èåðàðõèÿ òàê íàçûâàåìûõ âûñøèõ
óðàâíåíèé ÊÏ, ñ íèì ñîâìåñòíûõ. ×òîáû åå ââåñòè, íàì ïîíàäîáèòñÿ òåõíèêà ïñåâ-
äîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

� ýòî ðÿä âèäà
∞∑
k=0

vk∂
N−k
x , ãäå vk � ôóíêöèè, à îïåðàòîð ∂x èìååò ñëåäóþùèé ñòàí-

äàðòíûé çàêîí êîììóòàöèè ñ ëþáîé ôóíêöèåé: ∂xf = f ′ + f∂x. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè
ýòîãî ðàâåíñòâà íà ∂−1

x ñëåâà è ñïðàâà, åãî ìîæíî òàêæå ïîíèìàòü êàê ïðàâèëî
ïðîíîñà îïåðàòîðà ∂−1

x ÷åðåç ôóíêöèþ: ∂−1
x f = f∂−1

x − ∂xf
′∂−1

x . Ìíîãîêðàòíîå ïðè-
ìåíåíèå äàåò

∂−1
x f = f∂−1

x − f ′∂−2
x + f ′′∂−3

x + . . . .

Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðåìíîæàþòñÿ êàê ðÿäû Ëîðàíà ñ ó÷åòîì
íåêîììóòàòèâíîñòè ñèìâîëà ∂x ñ êîýôôèöèåíòíûìè ôóíêöèÿìè. Ìû äëÿ êðàòêîñòè
ïèøåì ∂xf , ïîíèìàÿ ïîä ýòèì êîìïîçèöèþ îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ f è
îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∂x, íàäåÿñü, ÷òî ýòî íå ïðèâåäåò ê íåäîðàçóìåíèÿì.
Êîìïîçèöèÿ îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ êàê ∂x ◦ f , íî ïåäàíòè÷íîå èñïîëüçîâàíèå ýòîãî
îáîçíà÷åíèÿ íà íàø âçãëÿä çàòðóäíÿåò ÷òåíèå ôîðìóë.

Çàäà÷à. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f, g äîêàæèòå ñëåäóþùèå òîæäåñòâà â àëãåáðå ïñåâ-
äîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ:

à) (∂x − g)−1f =
∞∑
n=0

(−1)nf (n)(∂x − g)−n−1,

á) e−f∂−1
x ef = (∂x + f ′)−1,

â) ∂nxf =
n∑

k=0

(
n
k

)
f (k)∂n−k

x , n ≥ 0,
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ã) ∂−n
x f =

∑
k≥0

(−1)k
(
k+n−1

k

)
f (k)∂−n−k

x , n > 0.

Çäåñü

(
n
k

)
=

n!

k!(n− k)!
� áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû â)

è ã) ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó, åñëè ðàñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèå áèíîìèàëüíîãî
êîýôôèöèåíòà íà ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà n ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû(

n
k

)
=
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)

1 · 2 · 3 · . . . · k

òîãäà ïðè n < 0

(
n
k

)
= (−1)k

(
k−n−1

k

)
. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóë â) è ã)

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèåé ïî n.

Ïóñòü äàí ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð P =
∞∑
k=0

vk∂
N−k
x . ×èñëî N íàçû-

âàåòñÿ ïîðÿäêîì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Áóäåì îáîçíà÷àòü P+ åãî
äèôôåðåíöèàëüíóþ ÷àñòü (ò.å. ñóììó ÷ëåíîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè îïåðà-

òîðà ∂x: P+ =
N∑
k=0

vk∂
N−k
x ), òîãäà P− = P − P+ � ñóììà ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè

ñòåïåíÿìè.

Íà ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü îïåðàöèþ ñî-
ïðÿæåíèÿ, îïðåäåëåííóþ êàê ∂†x = −∂x, f † = f , (AB)† = B†A†:( ∞∑

k=0

vk∂
N−k
x

)†

=
∞∑
k=0

(−∂x)N−kvk.

Èåðàðõèÿ ÊÏ: óðàâíåíèÿ Ëàêñà è óðàâíåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû. Ðàññìîò-
ðèì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L âèäà

L = ∂x + u1∂
−1
x + u2∂

−2
x + . . . ,

â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû ui � ôóíêöèè îò x. Îí íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàêñà
èåðàðõèè ÊÏ. Ââåäåì ýâîëþöèþ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îò x, íàëîæèâ íà L óðàâ-
íåíèÿ òèïà Ëàêñà

∂tmL = [(Lm)+, L] , m = 1, 2, 3, . . . .

Çäåñü tm � ýâîëþöèîííûå ïàðàìåòðû (�âðåìåíà�). Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé çàäàåò
áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ýâîëþöèîíûõ óðàâíåíèé íà áåñêîíå÷íûé íàáîð ôóíêöèé ui âè-
äà ∂tjui = Pij({ul}), ãäå Pij({ul}) � äèôôåðåíöèàëüíûå ïîëèíîìû îò ul. Ãåíåðàòîðû
ïîòîêîâ ïî tm,

Am = (Lm)+,

ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïîðÿäêà m. Íàïðèìåð, A1 = ∂x, A2 = ∂2x + 2u1,
A3 = ∂3x + 3u1∂x + u2.

Óðàâíåíèå Ëàêñà ïðè m = 1 ãëàñèò, ÷òî ∂t1L = [∂x,L], èëè ∂t1ui = ∂xui, ÷òî
ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü t1 ñ x. Èíûìè ñëîâàìè, ýâîëþöèÿ ïî ïåðâîìó âðåìåíè ïðî-
ñòî ñäâèãàåò àðãóìåíò x ó âñåõ ôóíêöèé: ui(x) → ui(x + t1). Ýâîëþöèÿ ïî ñòàðøèì
âðåìåíàì â òàêîì ïðîñòîì âèäå íå âûðàæàåòñÿ.
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Èìååòñÿ äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå èåðàðõèè ÊÏ, â êîòîðîì ïñåâäî-
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ëàêñà â ÿâíîì âèäå íå ó÷àñòâóåò, à ó÷àñòâóþò òîëüêî
äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Am. Ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì, ÷òî èç óðàâíåíèé Ëàêñà
ñëåäóþò óðàâíåíèÿ

∂tmAn − ∂tnAm − [Am, An] = 0

äëÿ âñåõ m,n ≥ 1, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Çàõàðîâà-Øàáàòà èëè óñëîâè-
ÿìè íóëåâîé êðèâèçíû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèé
Ëàêñà ∂tmLn = [Am,Ln] äëÿ âñåõ n, è òîãäà

∂tm(Ln)+ − ∂tn(Lm)+ − [Am, An]

=
(
∂tmLn − ∂tnLm − [Am, An]

)
+

=
(
[Am,Ln]− [An,Lm]− [Am, An]

)
+

=
(
[Am, Ln−An]− [An,Lm]

)
+

=
(
[(Lm)+, (Ln)−]− [(Ln)+,Lm]

)
+

=
(
[Lm, (Ln)−] + [Lm, (Ln)+]

)
+

=
(
[Lm,Ln]

)
+

= 0.

Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå � èç âñåé ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé Çàõàðîâà-Øàáàòà
ñëåäóþò óðàâíåíèÿ Ëàêñà. Î÷åâèäíî, óðàâíåíèå Çàõàðîâà-Øàáàòà ýêâèâàëåíòíî êîì-
ìóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ [∂tm − Am, ∂tn − An] = 0.

Êàæäîå èç óðàâíåíèé Çàõàðîâà-Øàáàòà ïîðîæäàåò çàìêíóòóþ ñèñòåìó èç êîíå÷-
íîãî ÷èñëà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà êîíå÷íîå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé,
êîòîðàÿ, îäíàêî, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ýâîëþöèîííîì âèäå è ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå
ïî òðåì âðåìåíàì: x = t1, tm, tn. Åñëè n > m, ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà èç n−1 óðàâíåíèÿ
íà íåèçâåñòíûå ôóíêöèè u1, u2, . . . , un−1. Èìåííî ïðî ýòè ñèñòåìû îáû÷íî ãîâîðÿò
êàê ïðî óðàâíåíèÿ èåðàðõèè ÊÏ. Ïðîñòåéøèé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð ñîîòâåòñòâóåò
âûáîðó m = 2, n = 3. Îáîçíà÷èâ t1 = x, t2 = y, t3 = t, u = 2u1, w = u2, ïðèäåì
ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé íà u è w, èç êîòîðîé ìîæíî èñêëþ÷èòü w è ïîëó÷èòü
óðàâíåíèå ÊÏ íà u. Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷àþùóþñÿ ñèñòåìó íåëüçÿ ñâåñòè ê îäíîìó
óðàâíåíèþ.

Ëèíåéíûå çàäà÷è è òàó-ôóíêöèÿ. Óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà-Øàáàòà ÿâëÿþòñÿ óñëî-
âèÿìè ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíûõ çàäà÷ íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ

∂tmψ = Amψ.

Ñîâìåñòíîñòü îçíà÷àåò íàëè÷èå áîëüøîãî çàïàñà îáùèõ ðåøåíèé. Èõ ìîæíî èñêàòü
â âèäå ðÿäà ïî ñïåêòðàëüíîìó ïàðàìåòðó z, êîòîðûé, õîòÿ ÿâíî è íå âõîäèò â ôîðìó-
ëèðîâêó ëèíåéíûõ çàäà÷, èãðàåò âàæíóþ ðîëü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t ìíîæåñòâî âðåìåí
tm, t = {t1, t2, t3, . . .}, è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ξ(t, z) =
∑
k≥1

tkz
k.

3



Âîëíîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî èñêàòü â âèäå

ψ(x, t; z) = exz+ξ(t,z)
(
1 + ξ1(x, t)z

−1 + ξ2(x, t)z
−2 + . . .

)
.

Ââåäåì åùå ñîïðÿæåííóþ (äâîéñòâåííóþ) âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ∗ (çâåçäî÷êà çäåñü è
äàëåå íå îçíà÷àåò êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîïðÿæåííûì
ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì

−∂tmψ∗ = A†
mψ

∗

è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà

ψ∗(x, t; z) = e−xz−ξ(t,z)
(
1 + ξ∗1(x, t)z

−1 + ξ∗2(x, t)z
−2 + . . .

)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿ ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ çàäà÷ ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëü-
íîìó ñîîòíîøåíèþ ∮

C∞
ψ(x, t; z)ψ∗(x, t′; z)dz = 0,

ñïðàâåäëèâîìó äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ âðåìåí t, t′, ãäå êîíòóð C∞ � áîëüøàÿ îêðóæ-
íîñòü âîêðóã ∞ ðàäèóñà R → ∞. Èíûìè ñëîâàìè, êîýôôèöèåíò ïðè 1/z â ðàçëîæå-
íèè ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà äîëæåí áûòü ðàâåí 0. Â ñâîþ î÷å-
ðåäü, èç ýòîãî èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ τ(x, t)
òàêàÿ, ÷òî

ψ(x, t; z) = exz+ξ(t,z) τ(x, t− [z−1])

τ(x, t)
,

ψ∗(x, t; z) = e−xz−ξ(t,z) τ(x, t+ [z−1])

τ(x, t)
,

ãäå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå

t± [z−1] =
{
t1 ± z−1, t2 ± 1

2
z−2, t3 ± 1

3
z−3, . . .

}
.

Ôóíêöèÿ τ(x, t) � ýòî òàó-ôóíêöèÿ èåðàðõèè ÊÏ. Èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ
âîëíîâûõ ôóíêöèé ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê áèëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ
òàó-ôóíêöèè: ∮

C∞
eξ(t−t′,z)τ(x, t− [z−1])τ(x, t′ + [z−1])dz = 0,

êîòîðîå ñëóæèò ïðîèçâîäÿùèì ñîîòíîøåíèåì äëÿ âñåõ óðàâíåíèé èåðàðõèè ÊÏ.
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èåðàðõèè ÊÏ íà òàó-ôóíêöèþ ïîëó÷àþòñÿ ðàçëîæå-
íèåì èíòåãðàëüíîãî áèëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì t − t′. Êîýôôè-
öèåíòíûå ôóíêöèè ui â îïåðàòîðå Ëàêñà âûðàæàþòñÿ êàê ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè
ïðîèçâîäíûõ îò òàó-ôóíêöèè ïî âðåìåíàì. Íàïðèìåð,

u1 = ∂2x log τ, u2 =
3

2
(∂3x log τ + ∂t2∂x log τ).

Íàïîìíèì, ÷òî ∂x = ∂t1 .

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäñòâèå èíòåãðàëüíîãî áèëèíåéíîãî ñî-
îòíîøåíèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì åãî ïî tm ñ ïîñëåäóþùèì ïî-
ëàãàíèåì t′ = t. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå

1

2πi

∮
C∞

zmψ(x, t; z)ψ∗(x, t; z)dz = ∂tm∂x log τ(x, t).
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Ñîîòâåòñòâèå ñ ñèñòåìîé ÊÌ íà óðîâíå èåðàðõèé

Ìû âèäåëè, ÷òî äèíàìèêà ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ïî x = t1 ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
ÊÏ ïî âðåìåíè t2 ñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìû ÊÌ
ñ ãàìèëüòîíèàíîì H2 = trL2. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ñîîòâåòñòâèå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü
íà âñþ èåðàðõèþ: äèíàìèêà ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíûõ ïî x = t1 ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÊÏ
ïî ëþáîìó èç âûñøèõ âðåìåí tm ñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì ðàöèîíàëüíîé
ñèñòåìû ÊÌ ñ ãàìèëüòîíèàíîì Hm = trLm. Ýòî ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Øèîòîé [23]
â 1994 ãîäó. Çäåñü ìû âîñïðîèçâåäåì äîêàçàòåëüñòâî â íåñêîëüêî èíîì âèäå.

Òàó-ôóíêöèÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ñ ïîëþñàìè â òî÷êàõ xj � ýòî ïîëèíîì ñ
êîðíÿìè xj:

τ(x, t) =
N∏
j=1

(x− xj(t)),

òàê ÷òî

u1 = −
N∑
j=1

1

(x− xj(t))2
.

Âîëíîâûå ôóíêöèè ψ, ψ∗ èìåþò ïðîñòûå ïîëþñà â íóëÿõ òàó-ôóíêöèè. Èõ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

ψ = exz+ξ(t,z)
(
1 +

N∑
j=1

cj
x− xj(t)

)
,

ψ∗ = e−xz−ξ(t,z)
(
1 +

N∑
j=1

c∗j
x− xj(t)

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïîëó÷åííîå âûøå ñîîòíîøåíèå

1

2πi

∮
C∞

zmψ(x, t; z)ψ∗(x, t; z)dz = ∂tm∂x log τ(x, t),

áóäåì èìåòü

1

2πi

∮
C∞

zm
(
1 +

∑
j

c∗j
x− xj)

)(
1 +

∑
j

cj
x− xj)

)
=
∑
j

∂tmxj
(x− xj)2

.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ïîëþñàõ, ïîëó÷èì:

∂tmxj =
1

2πi

∮
C∞

zmc∗jcjdz.

Êîýôôèöèåíòû ci, c
∗
i ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïîíåíòû âåêòîðîâ

c = (c1, . . . , cN)
T, c∗ = (c∗1, . . . , c

∗
N).

Ïîâòîðÿÿ âûâîä äèíàìèêè ïîëþñîâ ïî y = t2 ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ âðåìå-
íàõ, èìååì

c = −(zI − L)−1e, c∗ = eT(zI − L)−1,

ãäå L � ìàòðèöà Ëàêñà ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìû ÊÌ (ñ g = 1). Òîãäà

∂tmxj = res
∞

∑
k,k′

zm
( 1

zI − L

)
kj

( 1

zI − L

)
jk′
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= res
∞
tr
(
zmE

1

zI − L
Ej

1

zI − L

)
,

ãäå E � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ åäèíèö, à Ej � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöåé
â ìåñòå jj è íóëÿìè â îñòàëüíûõ ìåñòàõ. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî Ej = −∂L/∂pj è
âñïîìíèì êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå [L,X] = E − I, èç êîòîðîãî âûðàçèì

E = LX −XL+ I.

Òåïåðü íàéäåì:

tr
(
E

1

zI − L
Ej

1

zI − L

)
= −tr

(
(LX −XL+ I)

1

zI − L

∂L

∂pj

1

zI − L

)

= −tr
(
X

1

zI − L

∂L

∂pj

L

zI − L

)
+ tr

(
X

L

zI − L

∂L

∂pj

1

zI − L

)
− tr

(
1

zI − L

∂L

∂pj

L

zI − L

)

= tr

(
X

1

zI − L

∂L

∂pj

)
− tr

(
X
∂L

∂pj

1

zI − L

)
+

∂

∂pj
tr

1

zI − L
.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöû X è ∂L/∂pj äèàãîíàëüíû, ðàçíîñòü ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ ðàâíà
íóëþ, è îñòàåòñÿ

∂tmxj = − ∂

∂pj
res
∞

(
zmtr

1

zI − L

)
=

∂

∂pj
trLm =

∂Hm

∂pj
.

Ìû ïîëó÷èëè ïåðâóþ ãðóïïó ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîòîêà ïî tm.

×òîáû âûâåñòè âòîðóþ ãðóïïó ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé, ïðîäèôôåðåíöèðóåì
ñîîòíîøåíèå

∂tmxj = − res
∞

(
zmc∗jcj

)
ïî t2, è, îáîçíà÷àÿ ýòó ïðîèçâîäíóþ òî÷êîé íàä áóêâîé, áóäåì èìåòü:

∂tm ẋj = − res
∞

(
zm(c∗j ċj + ċ∗jcj)

)
.

Èç àíàëèçà äèíàìèêè ïîëþñîâ ïî t2 ñëåäóåò, ÷òî ċ = Mc, ċ∗ = −c∗M , ãäå M �
M -ìàòðèöà ïàðû Ëàêñà äëÿ ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìû ÊÌ (ñ g = 1). Îòñþäà

∂tmpj =
1

2
∂tm ẋj = −1

2

∑
k

res
∞

(
zm(c∗iMjkck − c∗kMkjcj)

)

=
1

2
res
∞

[
zmtr

(
E

1

zI − L
[Ej,M ]

1

zI − L

)]

= res
∞

[
zmtr

(
LX −XL+ I)

1

zI − L

∂L

∂xj

1

zI − L

)]
,

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà [Ej,M ] = 2∂L/∂xj èìååò ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

[Ej,M ]ik = 2
δij − δjk
(xi − xk)2

.
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Ìû ïðèøëè ê òàêîìó æå âûðàæåíèþ, êàê è äëÿ ∂tmxi, òîëüêî âìåñòî ïðîèçâîäíîé ïî
pj òåïåðü ñòîèò ïðîèçâîäíàÿ ïî xj. Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííóþ âûøå öåïî÷êó ðàâåíñòâ,
ïîëó÷àåì â èòîãå

∂tmpj = − ∂

∂xj
trLm = −∂Hm

∂xj
,

÷òî åñòü âòîðàÿ ãðóïïà ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïîòîêè ïî
âðåìåíàì tm â èåðàðõèè ÊÏ íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûñøèìè ãàìèëüòîíîâûìè
ïîòîêàìè ñèñòåìû ÊÌ ñ ãàìèëüòîíèàíàìè Hm = trLm.

Àíàëîãè÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîòîêàìè èåðàðõèè ÊÏ è ïîòîêàìè â ñèñòåìå
ÊÌ ìîæíî óñòàíîâèòü òàêæå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì è ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àÿõ. Îíî,
îäíàêî, ïðèíèìàåò áîëåå ñëîæíûé âèä è òðåáóåò áîëåå èçîùðåííîé òåõíèêè äëÿ
ñâîåãî äîêàçàòåëüñòâà. Òàê, â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå ïîòîêàì ïî tm â èåðàðõèè
ÊÏ îòâå÷àþò ãàìèëüòîíîâû ïîòîêè ñ ãàìèëüòîíèàíàìè

Hm =
1

2(m+ 1)γ
tr
(
(L+ γI)m+1 − (L− γI)m+1

)
,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ãàìèëüòîíèàíîâ Hm = trLm. Ïîäðîá-
íîå äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [24]. Ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé áûë ïðîàíàëè-
çèðîâàí â ðàáîòå [25]. Ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåäåì ôóíê-
öèþ λ(z), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ ñïåêòðàëüíîé êðèâîé

det
(
(z + ζ(λ))I − L(λ)

)
= 0

ñ ìàòðèöåé Ëàêñà ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ÊÌ L(λ), çàâèñÿùåé îò ñïåêòðàëüíîãî
ïàðàìåòðà λ. Ýòà ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïðè z → ∞ ðàçëîæåíèå

λ(z) = −Nz−1 +
∑
m≥1

Hmz
−m−1,

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ãàìèëüòîíèàíîâ

Hm = − res
∞
(zmλ(z))

ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ÊÌ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò äèíàìèêó ïîëþñîâ ýëëèïòè÷åñêèõ
ðåøåíèé ÊÏ ïî âðåìåíàì tm.
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