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Íåàáåëåâà öåïî÷êà Òîäû è ñïèíîâàÿ ñèñòåìà ÐØ

Ýëëèïòè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåàáåëåâîé (ìàòðè÷íîé) äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäû
áûëè èçó÷åíû â ðàáîòå [28]. Èåðàðõèÿ íåàáåëåâîé äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òî-
äû ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà àíàëîãè÷íî ìàòðè÷íîé èåðàðõèè ÊÏ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïñåâäîðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ Ëàêñà, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìàòðè÷íû-
ìè ôóíêöèÿìè. Ìû íå áóäåì çäåñü âäàâàòüñÿ â îáùóþ òåîðèþ, à ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà
ïåðâîì íåòðèâèàëüíîì óðàâíåíèè, êîòîðîå èìååò âèä

∂t((∂t̄g(x))g
−1(x)) = g(x)g−1(x− η)− g(x+ η)g−1(x),

ãäå g(x) � ìàòðèöà ðàçìåðà n×n. Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ñîâìåñòíîñòè
ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ çàäà÷

∂tΨ(x) = Ψ(x+ η) + V (x)Ψ(x),

∂t̄Ψ(x) = C(x)Ψ(x− η),

ãäå
V (x) = (∂tg(x))g

−1(x), C(x) = g(x)g−1(x− η).

Àíàëèç ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé àíàëîãè÷åí ïðîâåäåííîìó â ðàçäåëå 5.3 äëÿ ìàò-
ðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ÊÏ, ïîýòîìó çäåñü ìû îïóñòèì íåêîòîðûå ïîäðîáíîñòè. Ðàññìîò-
ðèì ïåðâóþ ëèíåéíóþ çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè Ψ è ñîïðÿæåííóþ ëèíåéíóþ çàäà÷ó äëÿ
äâîéñòâåííîé ôóíêöèè Ψ∗:

∂tΨαβ(x) = Ψαβ(x+ η) + Vαγ(x)Ψγβ(x),

−∂tΨ∗
αβ(x) = Ψ∗

αβ(x− η) + Ψ∗
αγ(x)Vγβ(x),

ãäå êàê îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ãðå÷åñêèì èí-
äåêñàì. Ïîëþñíîé àíçàö äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé èìååò âèä

Vαβ(x) =
∑
i

aαi b
β
i

(
ζ(x− xi)− ζ(x− xi + η)

)
.
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Ýòî ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò x. Ïîýòîìó âîëíîâûå ôóíêöèè íóæíî èñêàòü ñðåäè
äâîÿêîáëîõîâñêèõ ôóíêöèé:

Ψαβ(x) = zx/η
∑
i

aαi c
β
i Φ(x− xi, λ),

Ψ∗
αβ(x) = z−x/η

∑
i

c∗αi b
β
i Φ(x− xi + η,−λ).

Ïîäñòàíîâêà â ëèíåéíóþ çàäà÷ó ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ, èìåþùåìó ïðîñòûå ïîëþñà
â òî÷êàõ xi − η è ïîëþñà â xi (âïëîòü äî âòîðîãî ïîðÿäêà). Ñîêðàùåíèå ïîëþñîâ
âòîðîãî ïîðÿäêà äàåò ñâÿçü

ẋi = bγi a
γ
i .

Ñîêðàùåíèå ïîëþñîâ â xi − η äàåò ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ∑
j

cβj b
γ
i a

γ
jΦ(xij − η) = zcβi .

Ñîêðàùåíèå ïîëþñîâ â xi äàåò óðàâíåíèÿ

∂t(a
α
i c

β
i ) + ζ(η)ẋia

α
i c

β
i = cβi

∑
j ̸=i

aαj a
γ
i b

γ
j

(
ζ(xij)− ζ(xij + η)

)
+ aαi

∑
j ̸=i

cβj b
γ
i a

γ
jΦ(xij, λ),

êîòîðûå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ȧαi
aαi

−
∑
j ̸=i

ȧαj
aαi

aγi b
γ
j

(
ζ(xij)− ζ(xij + η)

)
= − ċ

β
i

cβi
+

∑
j ̸=i

ċβj

cβi
bγi a

γ
jΦ(xij, λ)− ζ(η)ẋi.

Ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò èíäåêñà α, ïîýòîìó

Λi =
ȧαi
aαi

−
∑
j ̸=i

ȧαj
aαi

aγi b
γ
j

(
ζ(xij)− ζ(xij + η)

)

íå çàâèñèò îò α, îòêóäà ïîëó÷àåì ïåðâóþ ãðóïïó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ
aαi , b

α
i :

ȧαi = Λia
α
i +

∑
j ̸=i

aαj a
γ
i b

γ
j

(
ζ(xij)− ζ(xij + η)

)
è ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ cαi :

ċβi = −(Λi + ζ(η)ẋi)c
β
i +

∑
j ̸=i

cβj b
γ
i a

γ
jΦ(xij, λ).

Â ìàòðè÷íîì âèäå ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

L(λ)cβ = zcβ, ∂tc
β =M(λ)cβ

ñ ìàòðèöàìè

Lij(λ) = bγi a
γ
jΦ(xij − η, λ),

Mij(λ) = −δij(Λi + ζ(η)ẋi) + (1− δij)b
γ
i a

γ
jΦ(xij, λ).
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Ìû óçíàåì çäåñü ïàðó Ëàêñà äëÿ ñïèíîâîé ñèñòåìû ÐØ.

Àíàëîãè÷íîå âû÷èñëåíèå äëÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

c∗αL(λ) = zcα, −∂tc∗α = c∗αM∗(λ),

ãäå c∗α � âåêòîð-ñòðîêà, è

M∗
ij(λ) = −δij(Λ∗

i + ζ(η)ẋi) + (1− δij)b
γ
i a

γ
jΦ(xij, λ)

ñ

−Λ∗
i =

ḃβi

bβi
−

∑
j ̸=i

ḃβj

bβi
bγi a

γ
j

(
ζ(xij)− ζ(xij − η)

)
.

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì èìåþò âèä óðàâíåíèé Ëàêñà

L̇+ [L,M ] = 0, L̇+ [L,M ∗] = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Λ∗
i = Λi. Òîãäà ïîëó÷àåì âòîðóþ ãðóïïó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

äëÿ âåêòîðîâ aαi , b
α
i â âèäå

ḃβi = −Λib
β
i +

∑
j ̸=i

bβj b
γ
i a

γ
j

(
ζ(xij)− ζ(xij − η)

)
.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü Λi = 0.
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Äâóìåðèçîâàííàÿ öåïî÷êà Òîäû òèïà B è äåôîðìè-

ðîâàííàÿ ñèñòåìà Ðóéñåíàðñà-Øíàéäåðà

Äåôîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ÐØ èç ãëàâû 3 ïîëó÷àåòñÿ êàê äèíàìèêà ïîëþñîâ ñèí-
ãóëÿðíûõ ðåøåíèé äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäû òèïà B, êîòîðàÿ áûëà ââåäåíà â
ðàáîòå [34].

Äâóìåðèçîâàííàÿ öåïî÷êà Òîäû òèïà B

Èåðàðõèÿ äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäû òèïà B � ýòî ïîäèåðàðõèÿ äâóìåðèçîâàí-
íîé öåïî÷êè Òîäû, âûäåëÿåìàÿ íàëîæåíèåì ñâÿçè íà îïåðàòîðû Ëàêñà ïîñëåäíåé.
Åå ìîæíî ðàñìàòðèâàòü êàê ðàçíîñòíûé àíàëîã èåðàðõèè B-ÊÏ.

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè è ñîãëàøåíèÿìè ãëàâû 7. Ââåäåì îïåðà-
òîð ñäâèãà

T = e−φ(x)eη∂x ,

ãäå

eφ(x) =
τ(x+ η)

τ(x)
,

è íàëîæèì ñëåäóþùóþ ñâÿçü íà îïåðàòîðû Ëàêñà äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäû:

(T − T †)L̄ = L†(T − T †).

Ñîïðÿæåííèå ðàçíîñòíûõ è ïñåâäîðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ (îïåðàöèÿ †) îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ïðàâèëó (f(x) ◦ eη∂x)† = e−η∂x ◦ f(x).
Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà ñâÿçü ñîõðàíÿåòñÿ ïîòîêàìè ∂tk − ∂t̄k öåïî÷êè Òîäû äëÿ
âñåõ k ≥ 1 (è ðàçðóøàåòñÿ ïîòîêàìè ∂tk + ∂t̄k).

Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü äèíàìèêó öåïî÷êè Òîäû òèïà B (èëè ïðîñòî
B-Òîäû) íóæíî îãðàíè÷èòü íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå â Òîäå, ïîëîæèâ t̄k = −tk. Òåì
ñàìûì â B-Òîäå èìååòñÿ òîëüêî îäèí íàáîð âðåìåí t = {t1, t2, . . .}, à íå äâà, êàê â
Òîäå.

Íå âäàâàÿñü â îáùóþ òåîðèþ, óêàæåì, êàê ïîëó÷èòü ïåðâîå óðàâíåíèå (òî÷íåå,
ñèñòåìó óðàâíåíèé) èåðàðõèè. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû

A1 = v(x)(eη∂x − e−η∂x),

A2 =
(
f0(x) + f1(x)e

η∂x + e−η∂xf1(x)
)
(eη∂x − e−η∂x)

ñ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè v(x), f0(x), f1(x) è íàëîæèì íà íèõ óðàâíåíèå Çàõàðîâà-
Øàáàòà

∂t2A1 − ∂t1A2 + [A1,A2] = 0.

Ýòî äàñò ñëåäóþùóþ ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé íà òðè íåèçâåñòíûå ôóíêöèè:

v(x)f1(x+ η) = v(x+ 2η)f1(x),

∂t1f1(x) + v(x+ η)f0(x)− v(x)f0(x+ η) = 0,

∂t2v(x)− ∂t1f0(x) + 2v(x)
(
f1(x)− f1(x− η)

)
= 0.
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Ïåðâîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ôóíêöèþ f1:

f1(x) = v(x)v(x+ η),

è òîãäà ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä
∂t1 log

(
v(x)v(x+ η)

)
=
f0(x+ η)

v(x+ η)
− f0(x)

v(x)
,

∂t2v(x)− ∂t1f0(x) + 2v2(x)
(
v(x+ η)− v(x− η)

)
= 0.

Ìîæíî ââåñòè òàó-ôóíêöèþ äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäû òèïà B, ÷åðåç êîòîðóþ
ôóíêöèè v(x), f0(x) âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v(x) =
τ(x+ η)τ(x− η)

τ 2(x)
, f0(x) = v(x)∂t1 log

τ(x+ η)

τ(x− η)
.

Ïðè ýòîé ïîäñòàíîâêå ïåðâîå óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî, à âòîðîå ïðåâðà-
ùàåòñÿ â áèëèíåéíîå óðàâíåíèå íà òàó-ôóíêöèþ.

Ýëëèïòè÷åñêèå ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò x è íàé-
äåì äèíàìèêó èõ ïîëþñîâ ïî âðåìåíè t = t1. Äëÿ ýòîãî, êàê îáû÷íî, ðàññìîòðèì
ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåéíóþ çàäà÷ó ∂tψ = A1ψ, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê äèôôå-
ðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

∂tψ(x) = v(x)
(
ψ(x+ η)− ψ(x− η)

)
.

Ôóíêöèÿ v(x) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òàó-ôóíêöèþ êàê óêàçàíî âûøå. Äëÿ íàøèõ öåëåé
óäîáíî ïåðåïèñàòü ýòî óðàâíåíèå â òåðìèíàõ ôóíêöèè

Ψ(x) =
τ(x+ η)

τ(x)
ψ(x+ η).

Óðàâíåíèå äëÿ Ψ èìååò âèä

∂tΨ(x− η) = Ψ(x) + b(x)Ψ(x− η)− u−(x)Ψ(x− 2η),

ãäå

b(x) = ∂t log
τ(x)

τ(x− η)
, u−(x) =

τ(x− 2η)τ(x+ η)

τ(x− η)τ(x)
.

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé

τ(x) = C
N∏
j=1

σ(x− xj),

òîãäà
b(x) =

∑
j

ẋj
(
ζ(x− xj − η)− ζ(x− xj)

)
,
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u−(x) =
∏
j

σ(x− xj − 2η)σ(x− xj + η)

σ(x− xj − η)σ(x− xj)

ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò x ñ ïåðèîäàìè 2ω1, 2ω2. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðåøåíèÿ äëÿ Ψ(x) íóæíî èñêàòü ñðåäè äâîÿêîáëîõîâñêèõ ôóíêöèé âèäà

Ψ(x) = kx/η
N∑
i=1

ciΦ(x− xi, λ),

ãäå êîýôôèöèåíòû ci íå çàâèñÿò îò x. Ñïåêòðàëüíûå ïàðàìåòðû k, λ áóäóò ñâÿçàíû
óðàâíåíèåì ñïåêòðàëüíîé êðèâîé. Ïîäñòàíîâêà â ëèíåéíîå óðàâíåíèå äàåò:

k−1
∑
i

ċiΦ(x−xi−η)− k−1
∑
i

ciẋiΦ
′(x−xi−η)

=
∑
i

ciΦ(x− xi) + k−1
∑
j

ẋj
(
ζ(x−xj−η)− ζ(x−xj)

)∑
i

ciΦ(x−xi−η)

− k−2
∏
j

σ(x− xj − 2η)σ(x− xj + η)

σ(x− xj − η)σ(x− xj)

∑
i

ciΦ(x−xi−2η),

ãäå Φ′(x) = ∂xΦ(x, λ). Îáå ÷àñòè èìåþò ïîëþñà ïðè x = xi è x = xi + η (âîçìîæíûå
ïîëþñà ïðè x = xi+2η â ïîñëåäíèõ ÷ëåíàõ ñîêðàùàþòñÿ íóëÿìè ÷èñëèòåëÿ). Ïîëþñà
âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè x = xi + η ñîêðàùàþòñÿ òîæäåñòâåííî. Ñðàâíåíèå ïðîñòûõ
ïîëþñîâ ïðè x = xi äàåò óðàâíåíèÿ

ci − k−1ẋi
∑
j

cjΦ(xij − η)− k−2σ(2η)U−
i

∑
j

cjΦ(xij − 2η) = 0,

ãäå

U−
i =

∏
j ̸=i

σ(xij − 2η)σ(xij + η)

σ(xij − η)σ(xij)
.

Íèæå íàì âñòðåòèòñÿ òàêæå ôóíêöèÿ U+
i , êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò U−

i èçìåíåíèåì
çíàêà η → −η. Ââîäÿ N×N ìàòðèöó L = L(k, λ) ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

Lij(k, λ) = ẋiΦ(xij − η, λ) + k−1σ(2η)U−
i Φ(xij − 2η, λ)

è âåêòîð c = (c1, . . . , cN)
T, ìîæíî çàïèñàòü ýòó ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ìàò-

ðè÷íîì âèäå:
L(k, λ)c = kc,

÷òî äàåò óðàâíåíèå ñïåêòðàëüíîé êðèâîé

det
(
kI − L(k, λ

)
= 0.

Ñðàâíåíèå ïîëþñîâ ïðè x = xi + η äàåò óðàâíåíèÿ

ċi =
∑
j

Mijcj èëè ċ =Mc,

ãäå ìàòðèöà M =M(k, λ) èìååò âèä

Mij(k, λ) = ẋi(1− δij)Φ(xij, λ) + k−1σ(2η)U+
i Φ(xij − η, λ)

− δij
(∑

k

ẋkζ(xik + η)−
∑
k ̸=i

ζ(xik)
)
.
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Ìû óçíàåì çäåñü ìàòðèöû L,M äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ èç ãëàâû 3. Ñîâ-
ìåñòíîñòü ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íà âåêòîð c âûðàæàåòñÿ â âèäå
óðàâíåíèÿ äëÿ òðîéêè Ìàíàêîâà, îáîáùàþùåãî óðàâíåíèå Ëàêñà. Òåì ñàìûì äè-
íàìèêà ïîëþñîâ ïî âðåìåíè t1 ýêâèâàëåíòíà äèíàìèêå äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû
ÐØ.
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ÷àñòèö

êàê óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìåðîìîðôíûõ ðåøåíèé

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà àëüòåðíàòèâíîìó ïîäõîäó ê âûâîäó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èíòå-
ãðèðóåìûõ ñèñòåì ÷àñòèö, ïðåèìóùåñòâî êîòîðîãî â òîì, ÷òî îí, ïîæàëóé, ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëåå ïðîñòûì è ýêîíîìíûì. Â ýòîì ïîäõîäå, ïðåäëîæåííîì Êðè÷åâåðîì (ñì.
ðàáîòû [35, 36, 21]) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ êàê óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ìåðîìîðôíûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé,
ñëóæàùèõ âñïîìîãàòåëüíûìè ëèíåéíûìè çàäà÷àìè äëÿ èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. Íåäîñòàòîê ýòîãî ìåòîäà � íåâîçìîæíîñòü â ýòèõ æå ðàìêàõ íàéòè êîì-
ìóòàöèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ ÊÏ. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

(∂t − ∂2x − 2u)ψ = 0,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ u = u(x) èìååò ïîëþñ â íåêîòîðîé òî÷êå a íà
êîìïëåêñíîé x-ïëîñêîñòè, ýòî äîëæåí áûòü ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íóëåâûì âû÷å-
òîì. Ðàçëàãàÿ ëåâóþ ÷àñòü â îêðåñòíîñòè ýòîãî ïîëþñà, ìîæíî íàéòè íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìåðîìîðôíîãî ðåøåíèÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè. Ìû èìååì ðàç-
ëîæåíèÿ:

u = − 1

(x− a)2
+ u0 + u1(x− a) + . . . ,

ψ =
α

x− a
+ β + γ(x− a) + δ(x− a)2 + . . . .

Ïîäñòàâèâ èõ â ëèíåéíîå óðàâíåíèå, âèäèì, ÷òî ñòàðøèå ïîëþñà (òðåòüåãî ïîðÿäêà)
ñîêðàùàþòñÿ òîæäåñòâåííî. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïåðåä (x− a)−2, (x− a)−1

è (x− a)0 ê íóëþ, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ

ȧα + 2β = 0,

α̇ + 2γ − 2u0α = 0,

β̇ − ȧγ − 2u0β − 2u1α = 0,

ãäå òî÷êà êàê îáû÷íî îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî t. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî t ïåðâîå
óñëîâèå, ïîäñòàâèâ α̇ è β̇ èç âòîðîãî è òðåòüåãî, à çàòåì ñíîâà âîñïîëüçîâàâøèñü
ïåðâûì, ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìåðîìîðôíîãî ðåøåíèÿ

ä+ 4u1 = 0.

Èç ýòîãî óñëîâèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÊÌ, â îáùåì
ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü u(x) � äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ
ïîëþñàìè â òî÷êàõ xi:

u = −
∑
i

℘(x− xi).
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Åå ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè ïîëþñà â xi èìååò óêàçàííûé âûøå âèä, ãäå

u0 = −
∑
j ̸=i

℘(xi − xj), u1 = −
∑
j ̸=i

℘′(xi − xj),

òàê ÷òî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìåðîìîðôíîãî ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè êàæäîãî èç
ïîëþñîâ äàþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÊÌ:

ẍi = 4
∑
j ̸=i

℘′(xi − xj).

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ B-ÊÏ. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

(∂t − ∂3x − 6u∂x)ψ = 0,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ B-ÊÏ.
Ïóñòü ôóíêöèÿ u èìååò ïîëþñ â òî÷êå a è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìåðîìîðô-
íîå ðåøåíèå äëÿ ψ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Ìû èìååì ðàçëîæåíèÿ:

u = − 1

(x− a)2
+ u0 + u1(x− a) + u2(x− a)2 + u3(x− a)3 + . . . ,

ψ =
α

x− a
+ β + γ(x− a) + δ(x− a)2 + ε(x− a)3 + µ(x− a)4 + . . . .

Ïîäñòàâèâ èõ â ëåâóþ ÷àñòü ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, âèäèì, ÷òî âîçìîæíûå ïîëþñà
÷åòâåðòîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ ñîêðàùàþòñÿ òîæäåñòâåííî. Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ
êîýôôèöèåíòû ïåðåä (x− a)−2, (x− a)−1, (x− a)0 è (x− a), ïîëó÷àåì óñëîâèÿ

αȧ+ 6αu0 + 6γ = 0,

α̇ + 6αu1 + 12δ = 0,

β̇ − γȧ− 6γu0 + 6αu2 + 12ε = 0,

γ̇ − 2δȧ− 12δu0 − 6γu1 + 6αu3 = 0.

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò µ, êîòîðûé ìîã áû âîéòè â ïîñëåäíåå óñëîâèå, ñîêðàùà-
åòñÿ è òóäà íå âõîäèò. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t ïåðâîå óñëîâèå:

ä+ 6u̇0 + 6
γ̇

α
− 6

γα̇

α2
= 0.

Ïîäñòàâèâ ñþäà α̇ èç âòîðîãî óñëîâèÿ è γ̇ èç ÷åòâåðòîãî, íàéäåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ ìåðîìîðôíîãî ðåøåíèÿ:

ä+ 6u̇0 − 12u1(ȧ+ 6u0)− 36u3 = 0.

Èç ýòîãî óñëîâèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû, ðàññìîòðåí-
íîé â ðàçäåëå 6.2. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü u(x) � äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ ìåðîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ

u = −
∑
i

℘(x− xi),
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òîãäà åå ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè ïîëþñà â xi èìååò óêàçàííûé âûøå âèä ñ

u0 = −
∑
j ̸=i

℘(xi − xj), u1 = −
∑
j ̸=i

℘′(xi − xj), u3 = −1

6

∑
j ̸=i

℘′′′(xi − xj),

è
u̇0 = −

∑
j ̸=i

(ẋi − ẋj)℘
′(xi − xj).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî íàøå óñëîâèå äàåò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ẍi + 6
∑
j ̸=i

(ẋi + ẋj)℘
′(xi − xj)− 72

∑
j ̸=k ̸=i

℘(xi − xj)℘
′(xi − xk) = 0,

ïîëó÷åííûå â ðàçäåëå 6.2 èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé.

Ëèíåéíàÿ çàäà÷à äëÿ äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäà ïî âðåìåíè t1. Ðàñ-
ñìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå

∂tψ(x) = ψ(x+ η) + b(x)ψ(x),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷åé äëÿ äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè
Òîäà ïî âðåìåíè t = t1. Ïóñòü ôóíêöèÿ b(x) èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà â íåêî-
òîðîé òî÷êå a, òîãäà èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îíà äîëæíà èìåòü òàêæå ïîëþñ â
òî÷êå a− η:

b(x) =


ν

x− a
+ µ0 + O(x− a), x→ a

− ν

x− a+ η
+ µ1 +O(x− a+ η), x→ a− η.

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ψ(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè a èìååò âèä

ψ(x) =
α

x− a
+ β +O(x− a),

òîãäà

∂tψ(x) =
αȧ

(x− a)2
+

α̇

x− a
+O(1).

Ïðè ýòîì ó ôóíêöèè ψ â òî÷êå a− η îñîáåííîñòè íåò. Ïîäñòàâèì ýòè ðàçëîæåíèÿ â
ëèíåéíîå óðàâíåíèå:

αȧ

(x− a)2
+

α̇

x− a
+O(1) =

(
ν

x− a
+ µ0 + . . .

)(
α

x− a
+ β + . . .

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ïîëþñàõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ, ïîëó÷èì óñëîâèÿ
ν = ȧ,

α̇ = νβ + µ0α.
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Â îêðåñòíîñòè òî÷êè a− η èìååì:

∂tψ(a− η) +O(x− a+ η)

=
α

x− a+ η
+ β −

( ν

x− a+ η
+ µ1 + . . .

)(
ψ(a− η) + (x− a+ η)ψ′(a− η) + . . .

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè (x− a+ η)−1 è (x− a+ η)0, ïîëó÷èì óñëîâèÿ
α = νψ(a− η),

∂tψ(a− η) = β − µ1ψ(a− η)− νψ′(a− η).

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî t ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé è âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëó÷åí-
íûìè ðàíåå óñëîâèÿìè, íàéäåì:

α̇ = äψ(a− η) + ȧψ̇(a− η),

ãäå
ψ̇(a− η) = ∂tψ(a− η) + ȧψ′(a− η)

åñòü ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî t îò ψ(a − η) (çäåñü ψ′(a − η) � ïðîèçâîäíàÿ ïî x â
òî÷êå a − η). Êîìáèíèðóÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, íàéäåì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ìåðîìîðôíîãî ðåøåíèÿ:

ä− ȧ(µ0 + µ1) = 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî b(x) � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò x, èìåþùàÿ ïîëþñà
ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ xj, òîãäà îíà äîëæíà èìåòü âèä

b(x) =
∑
j

ẋj
(
ζ(x− xj)− ζ(x− xj + η)

)
.

Ïîëîæèì a = xi äëÿ íåêîòîðîãî i, òîãäà

µ0 =
∑
k ̸=i

ẋkζ(xi − xk)−
∑
k

ẋkζ(xi − xk + η),

µ1 =
∑
k ̸=i

ẋkζ(xi − xk)−
∑
k

ẋkζ(xi − xk − η)

è íàéäåííûå âûøå óñëîâèÿ äàþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ÐØ:

ẍi +
∑
k ̸=i

ẋiẋk
(
ζ(xi − xk + η) + ζ(xi − xk − η)− 2ζ(xi − xk)

)
= 0.

Ëèíåéíàÿ çàäà÷à äëÿ äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäà ïî âðåìåíè t̄1. Ðàñ-
ñìîòðèì òåïåðü ëèíåéíîå óðàâíåíèå

∂tψ(x) = v(x)ψ(x− η),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé çàäà÷åé äëÿ äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäà ïî âðåìåíè
t = t̄1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ v(x) èìååò ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå a ñ
ðàçëîæåíèåì

v(x) =
ν

(x− a)2
+

µ

x− a
+O(1)
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â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî v(x) èìååò íîëü â òî÷êå a− η:
v(a− η) = 0. Òîãäà ψ(x) èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå a:

ψ(x) =
α

x− a
+O(1), x→ a.

Ïîäñòàâèâ ýòè ðàçëîæåíèÿ â ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ïèøåì:

αȧ

(x− a)2
+

α̇

x− a
=

( ν

(x− a)2
+

µ

x− a
+O(1)

)(
ψ(a− η) + (x− a)ψ′(a− η) + . . .

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ïîëþñàõ, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ
αȧ = νψ(a− η),

α̇ = νψ′(a− η) + µψ(a− η).

Ïðè x = a− η íàøå ëèíåéíîå óðàâíåíèå äàåò ∂tψ(a− η) = 0, òàê ÷òî ïîëíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ïî t îò ψ(a− η) ðàâíà

ψ̇(a− η) = ȧψ′(a− η).

Êîìáèíèðóÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, íàõîäèì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìåðîìîðôíîãî
ðåøåíèÿ:

νä+ µȧ2 − ν̇ȧ = 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî v(x) � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âèäà

v(x) =
N∏
j=1

σ(x− xj + η)σ(x− xj − η)

σ2(x− xj)
,

òîãäà èìååì, ïîëîæèâ a = xi:

ν = −σ2(η)
∏
j ̸=i

σ(xi − xj + η)σ(xi − xj − η)

σ2(xi − xj)
,

µ = ν
∑
k ̸=i

(
ζ(xi − xk + η) + ζ(xi − xk − η)− 2ζ(xi − xk)

)
,

è óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìåðîìîðôíîãî ðåøåíèÿ äàåò òå æå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ÐØ.

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäà òèïà B. Ðàñ-
ñìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

∂tψ(x) = v(x)(ψ(x+ η)− ψ(x− η)),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé ëèíåéíîé çàäà÷åé äëÿ äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè
Òîäà òèïà B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ v(x) èìååò ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå
a ñ ðàçëîæåíèåì

v(x) =
ν

(x− a)2
+

µ

x− a
+O(1)

12



â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî v(x) èìååò íóëè â òî÷êàõ a− η
è a+ η:

v(x) =


(x− a− η)V +(a) +O((x−a−η)2), x→ a+ η,

(x− a+ η)V −(a) +O((x−a+η)2), x→ a− η.

Òîãäà ôóíêöèÿ ψ(x) èìååò ïðîñòîé ïîëþñ â òî÷êå a:

ψ(x) =
α

x− a
+O(1), x→ a.

Ïðè x→ a ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ýòèìè ðàçëîæåíèÿìè äàåò:

αȧ

(x− a)2
+

α̇

x− a

=
( ν

(x− a)2
+

µ

x− a
+O(1)

)(
ψ(a+η)−ψ(a−η)+(x− a)(ψ′(a+η)−ψ′(a−η))+ . . .

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ïîëþñàõ, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ
αȧ = ν(ψ(a+ η)− ψ(a− η)),

α̇ = µ(ψ(a+ η)− ψ(a− η)) + ν(ψ′(a+ η)− ψ′(a− η)).

Ïðè x = a± η ëèíåéíîå óðàâíåíèå äàåò:

∂tψ(a± η) = ∓αV ±(a).

Ñëåäîâàòåëüíî,
ψ̇(a± η) = ∓αV ±(a) + ȧψ′(a± η).

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óñëîâèå αȧ = ν(ψ(a + η) − ψ(a − η)) ïî t è êîìáèíèðóÿ ñ
îñòàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, íàõîäèì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìåðîìîðôíîãî ðåøåíèÿ:

νä+ µȧ2 − ν̇ȧ+ ν2(V +(a) + V −(a)) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v(x) � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âèäà

v(x) =
N∏
j=1

σ(x− xj + η)σ(x− xj − η)

σ2(x− xj)
,

òîãäà èìååì, ïîëîæèâ a = xi:

ν = −σ2(η)
∏
j ̸=i

σ(xi − xj + η)σ(xi − xj − η)

σ2(xi − xj)
,

µ = ν
∑
k ̸=i

(
ζ(xi − xk + η) + ζ(xi − xk − η)− 2ζ(xi − xk)

)
,

V ±(xi) = ±σ(2η)
σ2(η)

∏
j ̸=i

σ(xi − xj ± 2η)σ(xi − xj)

σ2(xi − xj ± η)
,

è íàøå óñëîâèå äàåò óðàâíåíèÿ

ẍi +
∑
k ̸=i

ẋiẋk
(
ζ(xi−xk+η) + ζ(xi−xk−η)− 2ζ(xi − xk)

)

−σ(2η)

∏
j ̸=i

σ(xi−xj+2η)σ(xi−xj − η)

σ(xi − xj+η)σ(xi−xj)
−

∏
j ̸=i

σ(xi−xj−2η)σ(xi−xj + η)

σ(xi−xj−η)σ(xi−xj)

 = 0,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ.
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