
Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ÷àñòèö è íåëèíåéíûå

óðàâíåíèÿ. Ëåêöèÿ 5

À.Â. Çàáðîäèí*

1 Äåôîðìèðîâàííûå ñèñòåìû Ðóéñåíàðñà-Øíàéäå-

ðà

Ñèñòåìû ÐØ äîïóñêàþò äàëüíåéøóþ äåôîðìàöèþ ñ ñîõðàíåíèåì èíòåãðèðóåìîñòè
(ñì. ðàáîòû [11, 12]). Îäíàêî, ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà ýòèõ äåôîðìèðîâàííûõ ñè-
ñòåì íå èçâåñòíà, è, âîçìîæíî, îíè íå ãàìèëüòîíîâû. Ìû îáñóäèì èõ íà óðîâíå
íüþòîíîâñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Êàê è ñèñòåìû ÐØ, îíè ñóùåñòâóþò â ðàöèî-
íàëüíîé, òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è ýëëèïòè÷åñêîé âåðñèÿõ. Ìû ðàññìîòðèì ñðàçó ýë-
ëèïòè÷åñêóþ âåðñèþ êàê íàèáîëåå îáùóþ.

1.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ èìåþò âèä

ẍi +
N∑
j ̸=i

ẋiẋj

(
ζ(xij + η) + ζ(xij − η)− 2ζ(xij)

)
+ g(U−

i − U+
i ) = 0,

ãäå

U±
i =

N∏
j ̸=i

U±(xij), U±(xij) =
σ(xij ± 2η)σ(xij ∓ η)

σ(xij ± η)σ(xij)

è g ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì äåôîðìàöèè. Ïðè g = 0 îíè ïðåâðàùàþòñÿ â óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ÐØ. Î÷åâèäíî, ÷òî g 6= 0 ìîæíî óáðàòü èç ôîð-
ìóë ðàñòÿæåíèåì âðåìåííîé ïåðåìåííîé t → g−1/2t. Â äàëüíåéøåì ìû áåç ïîòåðè
îáùíîñòè ôèêñèðóåì g = σ(2η).

Ìû ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû îãðàíè÷åíèåì ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H+ −H− ñè-
ñòåìû ÐØ ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ÷àñòèö N = 2N0 íà ïîäïðîñòðàíñòâî P ⊂ F ïîëîâèííîé
ðàçìåðíîñòè 4N0-ìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà F , ñîîòâåòñòâóþùåå êîíôèãóðàöè-
ÿì, â êîòîðûõ 2N0 ÷àñòèö ïîïàðíî ñëèïàþòñÿ, îáðàçóÿ N0 ïàð ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó
÷àñòèöàìè â êàæäîé ïàðå ðàâíûì η. Òàêèå êîíôèãóðàöèè ìãíîâåííî ðàçðóøàþòñÿ
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Ðèñ. 1: Ïàðû ÷àñòèö â ìîäåëè ÐØ (N = 6, N0 = 3).

ïîòîêàìè ñ ãàìèëüòîíèàíîìè H+, H−, íî ñîõðàíÿþòñÿ ïîòîêîì ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H+ − σ2(η)H−, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìèêà ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî P . Ýòî îãðàíè÷åíèå è äàåò ïðèâåäåííûå âûøå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ãäå
N íàäî çàìåíèòü íà N0, à xi (i = 1, . . . , N0) ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé i-é ïàðû, äâèãàþ-
ùåéñÿ êàê öåëîå ñ ôèêñèðîâàííûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ ÷àñòèöàìè. Íà ñàìîì
äåëå ïîäðîñòðàíñòâî P ëàãðàíæåâî; çíà÷åíèå ýòîãî ôàêòà â òåîðèè äåôîðìèðîâàí-
íîé ñèñòåìû ÐØ åùå ïðåäñòîèò ïîíÿòü.

Èòàê, ïîêàæåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå äèíàìèêè ñèñòåìû ÐØ ñ N = 2N0 ÷àñòèöàìè
íà ïîïðîñòðàíñòâî P , â êîòîðîì ÷àñòèöû ñëèïàþòñÿ â N0 ïàð òàêèõ, ÷òî

x2i − x2i−1 = η, i = 1, . . . , N0

ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ äëÿ êîîðäèíàò
ïàð. Åñòåñòâåííî ââåñòè ïåðåìåííûå

Xi = x2i−1, i = 1, . . . , N0,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè ïàð. Êàê ìû óâèäèì íèæå, òàêàÿ ñòðóêòóðà ñî-
õðàíÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ïîòîêîì ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̄ = H+ − σ2(η)H− Ñëåäîâà-
òåëüíî, ÷òîáû îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, íóæíî ðàññìîòðåòü ýâîëþöèþ âî
âðåìåíè t, îòâå÷àþùåìó ïîòîêó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H̄ = H+ − σ2(η)H− è çàôèêñèðî-
âàòü âðåìåííûå ïåðåìåííûå, îòâå÷àþùèå îñòàëüíûì ïîòîêàì.

Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ ïîñëåäóþùèõ ôîðìóë è èçáàâëåíèÿ îò íåñóùåñòâåííûõ ìíî-
æèòåëåé è êîýôôèöèåíòîâ ìû çäåñü ïåðåîïðåäåëèì èìïóëüñû è âîçüìåì ãàìèëüòî-
íèàíû â âèäå

H± =
∑
i

e±pi
∏
j ̸=i

σ(xij ± η)

σ(xij)
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè ãàìèëüòîíèàíû äàþò òå æå ñàìûå íüþòîíîâñêèå óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ. Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáñòâà èçìåíèì òàêæå íîðìèðîâêó èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ:

J±k =
σ(|k|η)
σk(η)

∑
I⊂{1,...,N},|I|=k

exp
(
±

∑
i∈I

pi
) ∏
i∈I,j /∈I

σ(xij ± η)

σ(xij)
,

òîãäà H̄ = J1 − J−1.

Äëÿ ñêîðîñòåé ẋi = ∂H̄/∂pi èìååì:

ẋ2i−1 = ep2i−1

2N0∏
j=1, ̸=2i−1

σ(x2i−1,j + η)

σ(x2i−1,j)
+ σ2(η)e−p2i−1

2N0∏
j=1, ̸=2i−1

σ(x2i−1,j − η)

σ(x2i−1,j)
,
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ẋ2i = ep2i
2N0∏

j=1, ̸=2i

σ(x2i,j + η)

σ(x2i,j)
+ σ2(η)e−p2i

2N0∏
j=1, ̸=2i

σ(x2i,j − η)

σ(x2i,j)
.

Ïðè íàëîæåíèè ñâÿçè x2i − x2i−1 = η ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîé èç ýòèõ
ôîðìóë, à òàêæå âòîðîé ÷ëåí âî âòîðîé èç íèõ îáðàùàþòñÿ â 0, ïîñêîëüêó â ïðîèçâå-
äåíèè áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü ðàâíûé íóëþ ìíîæèòåëü. Òîãäà â òåðìèíàõ êîîðäèíàò
ïàð Xi ýòè óðàâíåíèÿ ãëàñÿò:

ẋ2i−1 = σ(η)σ(2η)e−p2i−1

N0∏
j=1, ̸=i

σ(Xij − 2η)

σ(Xij)
,

ẋ2i =
σ(2η)

σ(η)
ep2i

N0∏
j=1, ̸=i

σ(Xij + 2η)

σ(Xij)
.

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî åñëè ïîëîæèòü

p2i−1 = αi + Pi, p2i = αi − Pi, i = 1, . . . , N0,

ãäå

αi = log σ(η) +
1

2

N0∑
j ̸=i

log
σ(Xij − 2η)

σ(Xij + 2η)

è Pi ïðîèçâîëüíû, ẋ2i−1 = ẋ2i äëÿ âñåõ i, òàê ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè â
êàæäîé ïàðå â ïðîöåññå ýâîëþöèè ñîõðàíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîä äåéñòâèåì H̄-
ïîòîêà êàæäàÿ ïàðà äâèæåòñÿ êàê öåëîå, è

Ẋi = σ(2η)e−Pi

N0∏
j ̸=i

(σ(Xij − 2η)σ(Xij + 2η))1/2

σ(Xij)
.

Ìû ïåðåøëè îò èñõîäíîãî 4N0-ìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà F ñ êîîðäèíàòàìè
({xi}N , {pi}N) ê 2N0-ìåðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó P ⊂ F ïàð, îïðåäåëåííîìó íàëîæå-
íèåì ñâÿçåé 

x2i − x2i−1 = η, x2i−1 = Xi,

p2i−1 + p2i = 2 log σ(η) +
∑
j ̸=i

log
σ(Xij − 2η)

σ(Xij + 2η)
.

Êîîðäèíàòàìè â P ÿâëÿþòñÿ ({Xi}N0 , {Pi}N0).

Îãðàíè÷èâàÿ âòîðîé íàáîð ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé ṗi = −∂H̄/∂xi íà ïîäïðî-
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ñòðàíñòâî P , èìååì:

ṗ2i−1 = σ(η)σ(2η)e−αi−Pi

N0∏
k=1, ̸=i

σ(Xik − 2η)

σ(Xik)

 N0∑
j=1, ̸=i

(
ζ(Xij−2η)−ζ(Xij)

)
+ζ(η)−ζ(2η)



+ σ(η)σ(2η)
N0∑

l=1, ̸=i

e−αl−Pl

N0∏
k=1, ̸=l

σ(Xlk − 2η)

σ(Xlk)

(
ζ(Xil + η)− ζ(Xil)

)

− σ(2η)

σ(η)

N0∑
l=1

eαl−Pl

n∏
k=1, ̸=l

σ(Xlk + 2η)

σ(Xlk)

(
ζ(Xil − 2η)− ζ(Xil − η)

)

+ σ−1(η)eαi+Pi

N0∏
k=1, ̸=i

σ(Xik + η)

σ(Xik − η)
− σ(η)e−αi+Pi

N0∏
k=1, ̸=i

σ(Xik − η)

σ(Xik + η)
.

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò Ẋi, ïîëó÷èì:

Ẍi = −σ(2η)Ṗie
−Pi

N0∏
j ̸=i

(σ(Xij − 2η)σ(Xij + 2η))1/2

σ(Xij)

+
1

2

N0∑
j ̸=i

Ẋi(Ẋi − Ẋj)
(
ζ(Xij − 2η) + ζ(Xij + 2η)− 2ζ(Xij)

)
,

ãäå íàäî ïîäñòàâèòü Ṗi = −α̇i + ṗ2i−1 èç óðàâíåíèÿ âûøå:

Ṗi = −α̇i + Ẋi

N0∑
j ̸=i

(
ζ(Xij − 2η)− ζ(Xij)

)
+ ζ(η)− ζ(2η)



+
N0∑
l ̸=i

Ẋl

(
ζ(Xil + η)− ζ(Xil)

)
−

N0∑
l=1

Ẋl

(
ζ(Xil − 2η)− ζ(Xil − η)

)

+ePi

N0∏
k ̸=i

σ1/2(Xik − 2η)σ(Xik + η)

σ1/2(Xik + 2η)σ(Xik − η)
− ePi

N0∏
k ̸=i

σ1/2(Xik + 2η)σ(Xik − η)

σ1/2(Xik − 2η)σ(Xik + η)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà α̇i èç

αi = log σ(η) +
1

2

N0∑
j ̸=i

log
σ(Xij − 2η)

σ(Xij + 2η)
,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Ẍi = −
N0∑
j ̸=i

ẊiẊj

(
ζ(Xij + η) + ζ(Xij − η)− 2ζ(Xij)

)
+ σ(2η)

(
U+
i − U−

i

)
,

ãäå

U±
i =

N0∏
j ̸=i

σ(Xij ± 2η)σ(Xij ∓ η)

σ(Xij ± η)σ(Xij)
.

Ýòî è åñòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ (ïðè g = σ(2η),
N = N0).

4



1.2 Êîììóòàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ íå èìåþò ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàê-
ñà, íî äîïóñêàþò áîëåå îáùåå êîììóòàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå, èçâåñòíîå â ëèòåðàòó-
ðå êàê òðîéêà Ìàíàêîâà. Èç íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Çäåñü ìû
ïðèâåäåì òîëüêî ðåçóëüòàò; âûâîä áóäåò äàí ïîçäíåå â ãëàâå, ïîñâÿùåííîé äèíàìèêå
ïîëþñîâ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Òîäû òèïà B.

Òåïåðü ìàòðèöû L è M áóäóò çàâèñåòü îò äâóõ ñïåêòðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ � λ
è k (âïîñëåäñòâèè îíè îêàæóòñÿ ñâÿçàííûìè óðàâíåíèåì ñïåêòðàëüíîé êðèâîé).
Ðàññìîòðèì ìàòðèöû

Lij(k, λ) = ẋiΦ(xij − η, λ) + k−1gU−
i Φ(xij − 2η, λ),

Mij(k, λ) = ẋi(1− δij)Φ(xij, λ) + k−1gU+
i Φ(xij − η, λ)

+ δij
(∑

l

ẋlζ(xil + η)−
∑
l ̸=i

ẋlζ(xil)
)
,

Rij(k, λ) = gk−1(U−
i − U+

i )Φ(xij − η, λ).

Çäåñü è äàëåå g = σ(2η). Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

L̇+ [L,M ] = R(L− kI)

ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ. Åãî ìîæíî çà-
ïèñàòü â íåñêîëüêî èíîì âèäå, ââåäÿ ìàòðèöû L(k, λ) = L(k, λ)− kI è

M±
ij (k, λ) = ẋi(1− δij)Φ(xij, λ) + k−1gU±

i Φ(xij − η, λ)

+ δij
(∑

l

ẋlζ(xil + η)−
∑
l ̸=i

ẋlζ(xil)
)
,

òîãäà áóäåì èìåòü
L̇ = M−L − LM+,

òàê ÷òî ìàòðèöû L, M+, M− îáðàçóþò òðîéêó Ìàíàêîâà.

Âû÷èñëåíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñäåëàííîãî óòâåðæäåíèÿ, íåïðî-
ñòîå è òðåáóåò ïîÿñíåíèé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìàòðèöû

A0
ij = (1− δij)Φ(xij), Aij = Φ(xij − η), Bij = Φ(xij − 2η)

è äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû

Ẋij = δijẋi, U±
ij = δijU

±
i ,

Z±
ij = δij

(∑
l

ẋlζ(xil ± η)−
∑
l ̸=i

ẋlζ(xil)
)
,

D−
ij = δij

∑
l ̸=i

(
ζ(xil − 2η) + ζ(xil + η)− ζ(xil − η)− ζ(xil)

)
,

S−
ij = δij

∑
l ̸=i

ẋl

(
ζ(xil − 2η) + ζ(xil + η)− ζ(xil − η)− ζ(xil)

)
.
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Íàì ïîíàäîáÿòñÿ òàêæå ìàòðèöû A′
ij = Φ′(xij − η, λ), B′

ij = Φ′(xij − 2η, λ). Â ýòèõ
îáîçíà÷åíèÿõ

L = ẊA+ gk−1U−B,

M = ẊA0 + gk−1U+A− Z+.

Òåïåðü íàõîäèì:

L̇+ [L,M ] =
(
Ẍ + (Z++Z−)Ẋ + g(U−−U+)

)
A+ gk−1(U−−U+)A(L− kI)

+ W0 + gk−1W1 + g2k−2W2,

ãäå
W0 = Ẋ2A′ − ẊA′Ẋ + ẊAẊA0 − ẊA0ẊA− ẊAZ+ − ẊZ−A,

W1 = U−ẊDB − U−(S−−Z+)B + U−ẊB′ − U−B′Ẋ + ẊAU+A

+ U−BẊA0 − ẊA0U−B − U−BZ+ − U−AẊA,

W2 = U−BU+A− U+AU−B − (U− − U+)AU−B.

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâ, ïðèâåäåííûõ â ãëàâå 1, ïîêàçûâàåò,
÷òî W0 = 0. Âû÷èñëåíèå W2 äàåò:(

U−BU+A− U+AU−B
)
ij

= Φ(xij − 3η)
∑
l

[
U−
i U

+
l

(
ζ(xil − 2η) + ζ(xlj − η)− ζ(xij − 3η + λ) + ζ(λ)

)

− U+
i U

−
l

(
ζ(xil − η) + ζ(xlj − 2η)− ζ(xij − 3η + λ) + ζ(λ)

)]
.

Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ñóììà âû÷åòîâ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè

(
ζ(x−xj−η)− ζ(x−xi+2η)

)∏
l

σ(x− xl + 2η)σ(x− xl − η)

σ(x− xl + η)σ(x− xl)

ðàâíà íóëþ, çàêëþ÷àåì, ÷òî(
U−BU+A− U+AU−B

)
ij

= Φ(xij−3η)(U−
i −U+

i )
∑
l

[
U−
l

(
ζ(xil−η) + ζ(xlj−2η)− ζ(xij−3η+λ) + ζ(λ)

)
,

òàê ÷òî W2 = 0. Âû÷èñëåíèå, ïîêàçûâàþùåå ÷òî è W1 = 0, íàèáîëåå òðóäîåìêî.
Íóæíî èñïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî ñóììà âû÷åòîâ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè

(
ζ(x−xj−η)− ζ(x−xi+η)

)∏
l

σ(x− xl + 2η)σ(x− xl − η)

σ(x− xl + η)σ(x− xl)

ðàâíà íóëþ (ýòà ôóíêöèÿ èìååò ïðîñòûå ïîëþñà ïðè x = xl è x = xl − η, à òàêæå
ïîëþñà âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè x = xi − η).
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî

L̇+ [L,M ] = R(L− kI) + P,

ãäå P � ìàòðèöà
P =

(
Ẍ + (Z++Z−)Ẋ + g(U−−U+)

)
A,

è
R = gk−1(U−−U+)A.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ � ýòî â òî÷íîñòè óñëîâèå P =
0.

1.3 Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ

Óðàâíåíèå ñïåêòðàëüíîé êðèâîé èìååò âèä

detL(k, λ) = det
(
kI − L(k, λ)

)
= 0.

Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ L → L(t) íàøåé �ìàòðèöû Ëàêñà� íå èçîñïåêòðàëüíà. Òåì íå
ìåíåå, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì det(kI − L(k, λ)) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæå-
íèÿ, òàê ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ Ìàíàêîâà. Äåéñòâèòåëüíî,

d

dt
log det(L− kI) =

d

dt
tr log(L− kI)

= tr
(
L̇(L− kI)−1

)
= trR = 0,

ïîñêîëüêó ìàòðèöà R áåññëåäîâàÿ:

trR = gk−1Φ(−η, λ)
∑
i

(U−
i − U+

i ) = 0,

÷òî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóììà
∑
i

(U−
i − U+

i ) ïðîïîðöèîíàëüíà ñóììå âû÷åòîâ ýë-

ëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè

F (x) =
∏
j

σ(x− xj − 2η)σ(x− xj + η)

σ(x− xj − η)σ(x− xj)
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì det(kI−L(k, λ)) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ (ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî íå ïîëèíîì, à ëîðàíîâñêèé ïîëèíîì ïî k).

×òîáû èçó÷èòü ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé, óäîáíî ïåðåéòè ê êàëèáðîâî÷íî-
ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöå Ëàêñà L̃ = e−ηζ(λ)G−1LG, ãäå G � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè Gii = e−ζ(λ)xi , è ñïåêòðàëüíîìó ïàðàìåòðó z = ke−ηζ(λ).
Òîãäà óðàâíåíèå ñïåêòðàëüíîé êðèâîé ïðèìåò âèä

det
(
zI − L̃(z, λ)

)
= 0,

ãäå

L̃ij(z, λ) = ẋiϕ(xij−η, λ)− gz−1U−
i ϕ(xij−2η, λ), ϕ(x, λ) =

σ(x+ λ)

σ(λ)σ(x)
.
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Îáîçíà÷èì

Q(z, λ) =
det

(
zI − L̃(z, λ)

)
σ(2Nη − λ)

.

Ýòî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Âû÷èñëåíèå äåòåðìèíàíòà äàåò

Q(z, λ) =
zN

σ(2Nη − λ)
− z−N

σ(λ)

+
N∑
k=1

zN−k σ(λ− kη)

σ(λ)σ(2Nη−λ)σ(kη)
Jk −

N−1∑
k=1

zk−N σ(λ− 2Nη + kη)

σ(λ)σ(2Nη−λ)σ(kη)
Jk,

ãäå Jk � èíòåãðàëû äâèæåíèÿ äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ. Îíè ìîãóò áûòü íàé-
äåíû â ÿâíîì âèäå (ñì. äàëåå). Èç óðàâíåíèÿ ñïåêòðàëüíîé êðèâîé Q(z, λ) = 0 âèä-
íî, ÷òî îíà îáëàäàåò ãîëîìîðôíîé èíâîëþöèåé ι : (z, λ) 7→ (z−1, 2Nη − λ) ñ äâóìÿ
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè (±1, Nη).

Íåîáõîäèìî äàòü íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ ê âû÷èñëåíèþ äåòåðìèíàíòà. Ýòî äîâîëü-
íî äëèííîå, íî ïðÿìîå âû÷èñëåíèå, êîòîðîå èñïîëüçóåò ôîðìóëó äëÿ äåòåðìèíàíòà
ñóììû äâóõ ìàòðèö è ôîðìóëó äëÿ äåòåðìèíàíòà ýëëèïòè÷åñêîé ìàòðèöû Êîøè.
Ïðåæäå âñåãî, äåòåðìèíàíò det(I + M) ðàâåí ñóììå âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìèíîðîâ
ìàòðèöû M âñåõ ðàçìåðîâ, âêëþ÷àÿ �ïóñòîé ìèíîð�, êîòîðûé íàäî ïîëîæèòü ðàâ-
íûì 1. Ïîñëå ýòîãî ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ äåòåðìèíàíòàìè âèäà det(AJ +BJ ), ãäå AJ ,
BJ � äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ìàòðèö Ẋiϕ(Xij − η, u), σ(2η)z−1U−

i ϕ(Xij − 2η, u) ðàç-
ìåðà n ≤ N ñî ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè, çàíóìåðîâàííûìè èíäåêñàìè èç ìíîæåñòâà
J = {j1, . . . , jn} ⊆ {1, . . . , N} (j1 < j2 < . . . < jn ≤ N). Ôîðìóëà äëÿ äåòåðìèíàíòà
ñóììû äâóõ ìàòðèö óòâåðæäàåò, ÷òî

det(AJ +BJ ) =
∑
I⊆J

detA
(B)
J\I ,

ãäå ñóììà èäåò ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì I ìíîæåñòâà J è A
(B)
J\I � ìàòðèöà AJ , â

êîòîðîé ñòðîêè ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà I çàìåíåíû íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè
ìàòðèöû BJ . Êàæäàÿ ìàòðèöà A

(B)
J\I � ýòî ýëëèïòè÷åñêàÿ ìàòðèöà Êîøè (óìíî-

æåííàÿ íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó), òàê ÷òî åå äåòåðìèíàíò èçâåñòåí. ×òîáû ýòî
óâèäåòü, ïîëîæèì â ýëëèïòè÷åñêîé ìàòðèöå Êîøè xj = Xj è

yj = Xj − η if j ∈ J \ I,

yj = Xj − 2η if j ∈ I.

Äåòåðìèíàíò òîãäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïîëèíîì Ëîðàíà îò z ñ êîýôôèöèåíòàìè,
êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ êàê ñóììû ïî ìíîæåñòâàì I, I ′ ⊆ {1, . . . , N} òàêèì, ÷òî
I ∩ I ′ = ∅.
Çàäà÷à. Ïðîâåäèòå ýòî âû÷èñëåíèå ñî âñåìè ïîäðîáíîñòÿìè è íàéäèòå ÿâíûé âèä
êîýôôèöèåíòîâ Jk.

ßâíûé âèä èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñëåäóþùèé:

J±n =
[k/2]∑
m=0

J±n,m,
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ãäå J±n,m äàåòñÿ ôîðìóëîé

J±n,m =
σ(nη)

σn−2m(η)

∑
I,I′,I∩I′=∅

|I|=m,|I′|=n−2m

(∏
j∈I′

Ẋj

)( ∏
i,j∈I′
i<j

V (Xij)
)(∏

i∈I

∏
ℓ∈N\(I∪I′)

U±(Xiℓ)
)
.

Çäåñü

V (Xij) =
σ2(Xij)

σ(Xij + η) σ(Xij − η)
,

U±(Xij) =
σ(Xij ± 2η) σ(Xij ∓ η)

σ(Xij ± η) σ(Xij)
.

Ïåðâûå äâà èíòåãðàëà òàêîâû:

J1 =
∑
i=1

ẋi,

J2 =
σ(2η)

2σ2(η)

∑
i ̸=j

ẋiẋjV (xij) + σ2(η)
∑
i

(∏
ℓ ̸=i

U+(xiℓ) +
∏
ℓ̸=i

U−(xiℓ)
) ,

Â òîì, ÷òî J1 � èíòåãðàë äâèæåíèÿ, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ïðîñóì-
ìèðîâàâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî Jn,m = J−n,m. Ýòî ñëåäóåò èç
òîæäåñòâà ∑

I⊂N ′

∏
i∈I

∏
ℓ∈N ′\I

U+(Xiℓ) =
∑

I⊂N ′

∏
i∈I

∏
ℓ∈N ′\I

U−(Xiℓ),

ãäåN ′ � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâàN = {1, . . . , N}, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ óæå âñòðå÷àâøååñÿ íàì òîæäåñòâî

∑
i

(U−
i − U+

i ) = 0.
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