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À.Â. Çàáðîäèí*

Ñèñòåìû Ðóéñåíàðñà-Øíàéäåðà

Ñèñòåìû òèïà ÊÌ äîïóñêàþò äåôîðìàöèþ, ñîâåðøåííî îòëè÷íóþ îò äåôîðìàöèé,
îáñóæäàâøèõñÿ â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Ïðè ýòîì ãàìèëüòîíèàí áîëüøå íå èìååò ïðåä-
ñòàâëåíèÿ â âèäå ñóììû êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Îá ýòîé äåôîðìà-
öèè ÷àñòî ãîâîðÿò êàê î ðåëÿòèâèñòñêîì îáîáùåíèè ñèñòåì ÊÌ, è ñîîòâåòñòâóþùèå
ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè Ðóéñåíàðñà-Øíàéäåðà (ÐØ), êîòîðûå ïðåäëîæèëè
èõ â 1986 ãîäó (ñì. [9, 10]). Îíè òîæå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè è ñóùå-
ñòâóþò â ðàöèîíàëüíîé, òðèãîíîìåòðè÷åñêîé è ýëëèïòè÷åñêîé âåðñèÿõ. Ìû íà÷íåì
ñ ðàöèîíàëüíîé âåðñèè, à ïîòîì ðàññìîòðèì ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû êàê íàèáîëåå
îáùèå; âñå îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ âûðîæäåíèÿìè (ñòðåìëåíèåì îäíîãî èëè
îáîèõ ïåðèîäîâ ê áåñêîíå÷íîñòè).

Ðàöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà ÐØ

Ãàìèëüòîíèàí è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H+ = η−2
N∑
i=1

eηpi
∏
j ̸=i

(xij + η)1/2(xij − η)1/2

xij

,

ãäå pi, xi � êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå èìïóëüñû è êîîðäèíàòû, xij = xi − xj, à η > 0
� ïàðàìåòð. Â ïðåäåëå η → 0 ïîëó÷àåòñÿ ãàìèëüòîíèàí ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìû ÊÌ.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëàãàÿ ïî ñòåïåíÿì η, èìååì:

H+ = η−2N + η−1
∑
i

pi +
1

2

(∑
i

p2i −
∑
i ̸=j

1

x2
ij

)
+O(η),

ò.å. ïðè âû÷èòàíèè ñèíãóëÿðíûõ ÷ëåíîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ åñòü ïðîñòî êîíñòàíòà,
à âòîðîé � ïîëíûé èìïóëüñ, â ïðåäåëå η → 0 âîñïðîèçâîäèòñÿ ãàìèëüòîíèàí ÊÌ ñ
g = 1. Ïðè ýòîì íåò íèêàêîé ïîòåðè îáùíîñòè, ïîñêîëüêó ðàñòÿæåíèåì êîîðäèíàò
ìîæíî äîáèòüñÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû ñâÿçè.

*e-mail: zabrodin@itep.ru
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Äëÿ êðàòêîé çàïèñè ïîñëåäóþùèõ ôîðìóë îáîçíà÷èì

Vi =
∏
j ̸=i

(xij + η)1/2(xij − η)1/2

xij

.

Ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òàêîâû:

ẋi =
∂H+

∂pi
= η−1eηpiVi,

ṗi = −∂H+

∂xi

= − 1

2η2
∑
j ̸=i

(
eηpiVi + eηpjVj

)( 1

xij + η
+

1

xij − η
− 2

xij

)
.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî íüþòîíîâñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

ẍi = −
∑
j ̸=i

ẋiẋj

( 1

xij + η
+

1

xij − η
− 2

xij

)
= −2

∑
j ̸=i

η2ẋiẋj

xij(xij + η)(xij − η)
.

Ñèñòåìó ÐØ èíîãäà íàçûâàþò ðåëÿòèâèñòñêèì îáîáùåíèåì ñèñòåìû ÊÌ. Ýòî
íàçâàíèå îïðàâäûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Íàðÿäó ñ H+ ââåäåì åùå

H− = η−2
N∑
i=1

e−ηpi
∏
j ̸=i

(xij + η)1/2(xij − η)1/2

xij

.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî {H+, H−} = 0.

Óêàçàíèå: ýòî îñíîâàíî íà òîæäåñòâå

∑
i ̸=k

1

x3
ik

∏
j ̸=i,k

(
1− η2

x2
ij

)
= 0,

êîòîðîå ìîæíî äîêàçàòü, ðàññìîòðåâ ëåâóþ ÷àñòü êàê ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ îò,
íàïðèìåð, x1 è ïðîâåðèâ, ÷òî îíà íå èìååò îñîáåííîñòåé, à íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíà
íóëþ.

Ââåäåì òåïåðü
H = H+ +H− = 2η−2

∑
i

cosh(ηpi)Vi,

P = H+ −H− = 2η−2
∑
i

sinh(ηpi)Vi

(ãàìèëüòîíèàí è èìïóëüñ ñèñòåìû), à òàêæå

B = η−1
∑
i

xi.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ïóàññîíîâîé àëãåáðå Ïóàíêàðå

{H,P} = 0, {H,B} = P, {P,B} = H.

Ýòî è ñâèäåòåëüñòâóåò î ðåëÿòèâèñòñêîé èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû, ïðè÷åì ïàðàìåòð
η èìååò ñìûñë îáðàòíîé ñêîðîñòè ñâåòà.
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×òîáû èçáàâèòüñÿ îò êâàäðàòíûõ êîðíåé, ìîæíî ñäåëàòü êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðà-
çîâàíèå

eηpi → eηpi
∏
j ̸=i

(xij + η

xij − η

)1/2
, xi → xi.

Çàäà÷à. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêîå.

Òîãäà â íîâûõ ïåðåìåííûõ ãàìèëüòîíèàíû H± çàïèøóòñÿ â âèäå

H± = η−2
∑
i

e±ηpi
∏
j ̸=i

xij ± η

xij

.

Çàäà÷à. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ îáîèõ ýòèõ ãàìèëüòîíèàíîâ íüþòîíîâñêèå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ èìåþò òîò æå ñàìûé âèä

ẍi +
∑
j ̸=i

ẋiẋj

( 1

xij + η
+

1

xij − η
− 2

xij

)
= 0

è èññëåäóéòå, êàê óñòðîåí ïðåäåë ýòèõ óðàâíåíèé ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ñèñòåìû
ÊÌ.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãàìèëüòîíèàíû ñèñòåìû ÐØ, íå ñîäåðæà-
ùèå êâàäðàòíûõ êîðíåé (ïîñëå êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ).

Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà è èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû
ÐØ èìåþò ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà ñ ìàòðèöàìè

Lij =
ẋi

xi − xj − η
,

Mij = δij
(∑
k ̸=i

ẋk

xi − xk

−
∑
k

ẋk

xi − xk + η

)
+

(1− δij)ẋi

xi − xj

.

Ðàçóìååòñÿ, ïàðó Ëàêñà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîîðäèíàòû è èìïóëüñû, åñëè ïîä-
ñòàâèòü ñþäà

ẋi = η−1eηpi
∏
l ̸=i

xi − xl + η

xi − xl

.

Çàäà÷à. Ïðîâåðüòå, ÷òî óðàâíåíèå Ëàêñà L̇+[L,M ] = 0 ýêâèâàëåíòíî íüþòîíîâñêèì
óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Ëàêñà õàðàêòåðèçóåòñÿ êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèåì

[X,L]− ηL = ẋeT,

ãäå x = (x1, . . . , xN)
T. Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ìàòðèöà ðàíãà 1.

Èç óðàâíåíèÿ Ëàêñà ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðàëüíûå èíâàðèàíòû ìàòðèöû Ëàêñà � èí-
òåãðàëû äâèæåíèÿ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû
Ëàêñà det(zI − L). Åãî ìîæíî âû÷èñëèòü ÿâíî, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ìàòðèöà Ëàê-
ñà (à òàêæå ëþáîé åå äèàãîíàëüíûé ìèíîð) � ýòî ìàòðèöà Êîøè, óìíîæåííàÿ íà
äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó. Ôîðìóëà äëÿ äåòåðìèíàíòà ìàòðèöû Êîøè èçâåñòíà:

det
1≤i,j≤n

1

yi − xj

=

∏
k<l(yk − yl)(xl − xk)∏

k,l(yk − yl)
.
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Â íàøåì ñëó÷àå yi = xi − η. Îòñþäà ñðàçó íàõîäèì:

det(zI − L) = zN +
N∑
k=1

zN−kIk,

ãäå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ Ik èìåþò âèä

Ik =
η−k

k!

N∑
[i1,...,ik]

ẋi1 . . . ẋik

k∏
α<β

x2
iαiβ

x2
iαiβ

− η2
.

Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i1, . . . , ik. Â òåðìèíàõ
èìïóëüñîâ èìååì:

Ik = η−2k
∑

I⊂{1,...,N},|I|=k

exp
(
η
∑
i∈I

pi
) ∏
i∈I,j /∈I

xij + η

xij

.

Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì I ìíîæåñòâà {1, . . . , N} ñ ÷èñ-
ëîì ýëåìåíòîâ k. Ñðåäè ýòèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñîäåðæèòñÿ ãàìèëüòîíèàí: I1 =
H+. Îòìåòèì, ÷òî

IN = η−2N exp
(
η

N∑
i=1

pi
)
.

Ìîæíî òàêæå ââåñòè èíòåãðàëû äâèæåíèÿ I−k ñ îòðèöàòåëüíûìè íîìåðàìè. Îíè
ââîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

I−k = η−4kI−1
N IN−k = η−2k

∑
I⊂{1,...,N},|I|=k

exp
(
−η

∑
i∈I

pi
) ∏
i∈I,j /∈I

xij − η

xij

.

Â ÷àñòíîñòè, I−1 = H−.

Èíâîëþòèâíîñòü ýòèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ áûëà äîêàçàíà Ðóéñåíàðñîì â ñàìîì
îáùåì ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå ìåòîäîì, êîòîðûé èñïîëüçîâàë êâàíòîâàíèå ñèñòåìû
ÐØ ñ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà h̄. Îêàçûâàåòñÿ, äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðíûå èíòåãðàëû
äâèæåíèÿ êîììóòèðóþò, ïðîùå, ÷åì ÿâíî âû÷èñëÿòü ñêîáêè Ïóàññîíà ìåæäó èõ
êëàññè÷åñêèìè àíàëîãàìè. Èíâîëþòèâíîñòü â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå h̄ → 0 òîãäà
ñëåäóåò èç êîììóòàòèâíîñòè.

Ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÐØ

Ãàìèëüòîíèàí è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ãàìèëüòîíèàíû H± èìåþò âèä

H± = σ−2(η)
∑
i

e±σ(η)pi
∏
j ̸=i

σ(xij ± η)

σ(xij)
.

Çäåñü è äàëåå ïðè òðèãîíîìåòðè÷åñêîì âûðîæäåíèè ïîä ôóíêöèåé σ(x) ìîæíî ïî-
íèìàòü ñèíóñ. Òî÷íî òàê æå êàê â ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ ïðåäåë ïðè η → 0,
êîòîðûé ïîñëå âû÷èòàíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷ëåíîâ è êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîâ-
ïàäàåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ÊÌ.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî {H+, H−} = 0.
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Çàäà÷à. Ïîëó÷èòå íüþòîíîâñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ẍi +
∑
j ̸=i

ẋiẋj

(
ζ(xij + η) + ζ(xij − η)− 2ζ(xij)

)
= 0.

Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ẍi =
∑
j ̸=i

ẋiẋj
℘′(xij)

℘(η)− ℘(xij)
.

Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà è èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Êàê è â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé
ñèñòåìû ÊÌ, ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÐØ äîïóñêàåò öåëîå ñåìåéñòâî ïàð Ëàêñà,
çàâèñÿùèõ îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ. Ìàòðèöû L, M âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ
ôóíêöèè Ëàìý-Ýðìèòà Φ(x, λ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Lij(λ) = ẋiΦ(xij − η, λ),

Mij(λ) = δij
(∑
k ̸=i

ẋkζ(xik)−
∑
k

ẋkζ(xik + η)
)
+ (1− δij)ẋiΦ(xij, λ).

Çàäà÷à. Ïðîâåðüòå, ÷òî óðàâíåíèå Ëàêñà L̇(λ) + [L(λ),M(λ)] = 0 ýêâèâàëåíòíî
íüþòîíîâñêèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû Ëàêñà

R(z, λ) = det(zI − L(λ))

ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äèíàìèêå è ñëóæèò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé èíòåãðàëîâ äâèæå-
íèÿ. Ðóéñåíàðñîì áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñå ýòè èíòåãðàëû äâèæåíèÿ íàõîäÿòñÿ â èí-
âîëþöèè. Óðàâíåíèå R(z, λ) = 0 çàäàåò êîìïëåêñíóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ñïåêòðàëüíîé êðèâîé è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.

Ýòè èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû â ÿâíîì âèäå. Ìàòðèöà Ëàêñà (à
òàêæå ëþáîé åå äèàãîíàëüíûé ìèíîð) � ýòî ýëëèïòè÷åñêÿ ìàòðèöà Êîøè, óìíîæåí-
íàÿ íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó. Ôîðìóëà äëÿ äåòåðìèíàíòà ýëëèïòè÷åñêîé ìàòðèöû
Êîøè èçâåñòíà:

det
1≤i,j≤n

(
σ(yi − xj + λ)

σ(λ)σ(yi − xj)

)
=

σ
(
λ+

∑n
k=1(yk − xk)

)
σ(λ)

∏
k<l σ(yk − yl)σ(xl − xk)∏

k,l σ(yk − yl)
.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå ýòó ôîðìóëó.

Â íàøåì ñëó÷àå yi = xi − η. Îòñþäà ñðàçó íàõîäèì:

det(zI − L(λ)) = zN +
N∑
k=1

zN−kσ(λ− kη)

σ(λ)
Ik,

ãäå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ Ik èìåþò âèä

Ik =
σ−k(η)

k!

N∑
[i1,...,ik]

ẋi1 . . . ẋik

k∏
α<β

σ2(xiαiβ)

σ(xiαiβ + η)σ(xiαiβ − η)
.
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Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i1, . . . , ik. Â òåðìèíàõ
èìïóëüñîâ èìååì:

Ik = σ−2k(η)
∑

I⊂{1,...,N},|I|=k

exp
(
σ(η)

∑
i∈I

pi
) ∏
i∈I,j /∈I

σ(xij + η)

σ(xij)
.

Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì I ìíîæåñòâà {1, . . . , N} ñ ÷èñ-
ëîì ýëåìåíòîâ k. Ñðåäè ýòèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñîäåðæèòñÿ ãàìèëüòîíèàí: I1 =
H+. Îòìåòèì, ÷òî

IN = σ−2N(η) exp
(
σ(η)

N∑
i=1

pi
)
.

Ìîæíî òàêæå ââåñòè èíòåãðàëû äâèæåíèÿ I−k ñ îòðèöàòåëüíûìè íîìåðàìè ïî
ôîðìóëå

I−k = σ−4k(η)I−1
N IN−k = σ−2k(η)

∑
I⊂{1,...,N},|I|=k

exp
(
−σ(η)

∑
i∈I

pi
) ∏
i∈I,j /∈I

σ(xij − η)

σ(xij)
.

Â ÷àñòíîñòè, I−1 = H−.
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