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Ñèñòåìà ÊÌ ñ ýëëèïòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì

Ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ÊÌ äîïóñêàåò äàëüíåé-
øóþ äåôîðìàöèþ, ïðè êîòîðîé îí ñòàíîâèòñÿ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé (ýëëèïòè÷å-
ñêîé) ôóíêöèåé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ïîëþñàìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ìû áóäåì
íàçûâàòü òàêèå ñèñòåìû ýëëèïòè÷åñêèìè. Â ïðåäåëå, êîãäà âòîðîé ïåðèîä ñòðåìèò-
ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäèò â òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ. Áîëü-
øèíñòâî óòâåðæäåíèé î ðàöèîíàëüíûõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ÊÌ, âêëþ-
÷àÿ ñâîéñòâî èíòåãðèðóåìîñòè, èìåþò àíàëîãè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì, õîòÿ èõ
ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà áîëåå ñëîæíû.

Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè. Íå ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ÷èòàòåëü õîðîøî çíàêîì ñ ýë-
ëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, ìû ñîâåðøèì êðàòêèé ýêñêóðñ â èõ òåîðèþ, íàïîìíèâ
îñíîâíûå ôàêòû è çàôèêñèðîâàâ îáîçíà÷åíèÿ. Çà áîëåå ïîäðîáíûìè ñâåäåíèÿìè
ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê êíèãàì [6, 7, 8].

Ýëëèïòè÷åñêèìè íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, èìåþùèå äâà
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä R ïåðèîäà (äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèå). Åñëè îäèí èç ïåðèîäîâ
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè âûðîæäàþòñÿ â òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèå (èëè ãèïåðáîëè÷åñêèå). Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, îãðàíè÷åííûå âî âñåé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèè � òîëüêî êîíñòàíòû, ïîýòîìó íåïîñòîÿííàÿ ýëëèï-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáÿçàíà èìåòü îñîáåííîñòè. Îäíîãî ïðîñòîãî ïîëþñà â ïàðàëëå-
ëîãðàììå ïåðèîäîâ áûòü íå ìîæåò, ò.ê. ñóììà âû÷åòîâ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, è
ïðîñòåéøèå ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè èìåþò ëèáî äâà ïðîñòûõ ïîëþñà â ïàðàëëåëî-
ãðàììå ïåðèîäîâ, ëèáî îäèí ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íóëåâûì âû÷åòîì.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà � ℘-ôóíêöèþ, ζ-ôóíêöèþ è σ-
ôóíêöèþ. Èç íèõ òîëüêî ℘-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé, à äâå äðóãèå,
òåñíî ñ íåé ñâÿçàííûå, èìåþò ïðîñòûå òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà ïðè ñäâèãàõ
íà ïåðèîäû. Ïóñòü ω1, ω2 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî Im(ω2/ω1) > 0. Äëÿ íà-
ãëÿäíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω1 âåùåñòâåííî è ïîëîæèòåëüíî, à ω2 ÷èñòî ìíèìî,
õîòÿ ýòî íå îáÿçàòåëüíî. Òî÷êè s = 2ω1n1 +2ω2n2, n1, n2 ∈ Z, îáðàçóþò ðåøåòêó Λ â
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ôàêòîð êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïî ýòîé ðåøåòêå, E = C/Λ,
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� òîð (ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ), ò.å. ïàðàëåëëîãðàìì ñ îòîæäåñòâëåííûìè ïðîòèâî-
ïîëîæíûìè ñòîðîíàìè.

Ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ℘(z) çàäàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì

℘(z) =
1

z2
+

∑
s ̸=0

( 1

(z − s)2
− 1

s2

)
, s = 2ω1n1 + 2ω2n2, n1, n2 ∈ Z.

Ýòî ÷åòíàÿ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäàìè 2ω1, 2ω2: ℘(z + 2ωα) = ℘(z),
α = 1, 2. Âî âñåõ òî÷êàõ ðåøåòêè îíà èìååò ïîëþñà âòîðîãî ïîðÿäêà, è äðóãèõ îñî-
áåííîñòåé ó íåå íåò. Â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ îíà âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

℘(z) =
1

z2
+O(z2), z → 0

(îáðàòèòå âíèìàíèå íà îòñóòñòâèå êîíñòàíòíîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ).

Ôóíêöèÿ ζ(z) � ïåðâîîáðàçíàÿ ℘-ôóíêöèè (ñî çíàêîì ìèíóñ): ζ ′(z) = −℘(z), ò.å.

ζ(z) =
1

z
−

∫ z

0

(
℘(x)− 1

x2

)
dx.

Îíà çàäàåòñÿ ðÿäîì

ζ(z) =
1

z
+

∑
s ̸=0

( 1

z − s
+

1

s
+

z

s2

)
, s = 2ω1n1 + 2ω2n2, n1, n2 ∈ Z.

Ýòî íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óæå íå ÿâëÿåòñÿ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé, íî ïðè ñäâè-
ãàõ íà ïåðèîäû ïðåîáðàçóåòñÿ î÷åíü ïðîñòî:

ζ(z + 2ωα) = ζ(z) + 2ηα, α = 1, 2,

ãäå ηα � íåêîòîðûå êîíñòàíòû (çàâèñÿùèå îò ω1, ω2), ïðè÷åì ηα = ζ(ωα), êàê ëåãêî
âèäåòü, ïîëîæèâ â ýòîé ôîðìóëå z = −ωα. Íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøå-
íèå ìåæäó íèìè:

2η1ω2 − 2η2ω1 = πi.

Ôóíêöèÿ ζ(z) èìååò ïðîñòûå ïîëþñà ñ âû÷åòîì 1 âî âñåõ òî÷êàõ ðåøåòêè, è äðóãèõ
îñîáåííîñòåé ó íåå íåò. Ïðè z → 0 îíà âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ζ(z) =
1

z
+O(z3).

Ôóíêöèÿ σ(z) ââîäèòñÿ ñîîòíîøåíèåì σ′(z)/σ(z) = ζ(z), îòêóäà

log(σ(z)/z) =
∫ z

0

(
ζ(x)− 1

x

)
dx.

Îíà çàäàåòñÿ áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì ïî ðåøåòêå

σ(z) = z
∏
s ̸=0

(
1− z

s

)
e

z
s
+ z2

2s2 , s = 2ω1n1 + 2ω2n2, n1, n2 ∈ Z.

Åå òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà ïðè ñäâèãàõ íà ïåðèîäû òàêîâû:

σ(z + 2ωα) = −e2ηα(z+ωα)σ(z).
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Ýòî íå÷åòíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íóëè ïåðâîãî ïîðÿäêà âî âñåõ òî÷êàõ ðå-
øåòêè. Ïðè z → 0 îíà âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ(z) = z +O(z5).

Ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà óäîâëåòâîðÿþò áîëüøîìó êîëè÷åñòâó êðàñèâûõ è íåòðè-
âèàëüíûõ òîæäåñòâ. Ìû çäåñü îòìåòèì ñëåäóþùèå:

℘(u)− ℘(v) = − σ(u− v)σ(u+ v)

σ2(u)σ2(v)
,

℘′(u)

℘(u)− ℘(v)
= ζ(u− v) + ζ(u+ v)− 2ζ(u),

σ(a+ b)σ(a− b)σ(u+ c)σ(u− c) + σ(b+ c)σ(b− c)σ(u+ a)σ(u− a)

+ σ(c+ a)σ(c− a)σ(u+ b)σ(u− b) = 0.

Îáùèé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ïîäîáíûõ òîæäåñòâ òàêîâ. Íàäî âñå ïåðåíåñòè â îä-
íó ÷àñòü èëè ïîäåëèòü îäíó ÷àñòü ðàâåíñòâà íà äðóãóþ è ðàññìîòðåòü ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå êàê ôóíêöèþ êàêîãî-íèáóäü îäíîãî àðãóìåíòà, íàïðèìåð, u. Ïîñëå ýòî-
ãî íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ è íå èìååò îñîáåííî-
ñòåé; ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ ýòî êîíñòàíòà. Íàéòè êîíñòàíòó ìîæíî,
ïîëîæèâ u ðàâíûì êàêîìó-íèáóäü ñïåöèàëüíîìó çíà÷åíèþ, äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå
ôóíêöèè ëåãêî íàõîäèòñÿ.

Ïðè ω1 = ∞, ω2 = πi/γ ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà âûðîæäàþòñÿ â ãèïåðáîëè÷åñêèå:

℘(x) =
γ2

sinh2(γx)
+

γ2

3
,

ζ(x) = γ coth(γx)− γ2

3
x,

σ(x) = γ−1e−
1
6
γ2x2

sinh(γx).

Åñëè îáà ïåðèîäà ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà âûðîæäàþòñÿ
â ðàöèîíàëüíûå:

℘(x) =
1

x2
, ζ(x) =

1

x
, σ(x) = x.

Íàì åùå áóäåò íóæíà ôóíêöèÿ

Φ(x, λ) =
σ(x+ λ)

σ(x)σ(λ)
e−ζ(λ)x,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàìý-Ýðìèòà. Îíà äâîÿêîïåðèîäè÷íà ïî λ è êâàçè-
ïåðèîäè÷íà ïî x:

Φ(x+ 2ωα, λ) = e2(ηαλ−ζ(λ)ωα)Φ(x, λ).

Åå ðàçëîæåíèå ïðè x → 0 èìååò âèä

Φ(x, λ) =
1

x
− 1

2
℘(λ)x+O(x2).
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Îòìåòèì ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

∂xΦ(x, λ) = Φ(x, λ)
(
ζ(x+ λ)− ζ(x)− ζ(λ)

)
,

Φ(x, λ)Φ(y, λ) = Φ(x+ y, λ)
(
ζ(x) + ζ(y)− ζ(x+ y + λ) + ζ(λ)

)
,

∂xΦ(x, λ)Φ(y, λ)− ∂yΦ(y, λ)Φ(x, λ) = Φ(x+ y, λ)
(
℘(y)− ℘(x)

)
,

êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äàëåå.

Ãàìèëüòîíèàí è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ãàìèëüòîíèàí ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû
ÊÌ èìååò âèä

H =
∑
i

p2i − g2
∑
i ̸=j

℘(xi − xj).

Ðàñòÿæåíèå êîîðäèíàò è ïåðèîäîâ xi → gxi, ωα → gωα ïîçâîëÿåò áåç ïîòåðè îáùíî-
ñòè ïîëîæèòü g = 1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òàêîâû:

ẋi = 2pi,

ṗi = −2g2
∑
j ̸=i

℘′(xi − xj),

èëè, â íüþòîíîâñêîé ôîðìå,

ẍi = 4g2
∑
j ̸=i

℘′(xi − xj).

Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà. Â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ
öåëîå ñåìåéñòâî ïàð Ëàêñà, çàâèñÿùèõ îò êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà λ, êîòîðûé íà-
çûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì. Ðàçóìååòñÿ, òàêèå ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò è â
âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ � òðèãîíîìåòðè÷åñêîì è ðàöèîíàëüíîì, à ïàðû Ëàêñà, êîòî-
ðûå ìû â ýòèõ ñëó÷àÿõ îáñóæäàëè ðàíåå, ïîëó÷àþòñÿ ïðè λ = ∞. Â ýëëèïòè÷åñêîì
ñëó÷àå íèêàêîé âûäåëåííîé òî÷êè ïîäîáíîé ∞ íà òîðå íåò, ÷òî ïîáóæäàåò ñ ñàìîãî
íà÷àëà ðàññìàòðèâàòü âñå ñåìåéñòâî.

Èòàê, ìàòðèöû L = L(λ), M = M(λ) òåïåðü çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà λ. Èõ ìàòðè÷-
íûå ýëåìåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ëàìý-Ýðìèòà

Φ(x, λ) =
σ(x+ λ)

σ(x)σ(λ)
e−ζ(λ)x

è åå ïðîèçâîäíóþ ∂xΦ(x, λ) = Φ′(x, λ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Lij(λ) = −δijpi − g(1− δij)Φ(xi − xj, λ),

Mij(λ) = −2gδij
∑
k ̸=i

℘(xi − xk)− 2g(1− δij)Φ
′(xi − xj, λ).

Çàäà÷à. Íàéäèòå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå è ðàöèîíàëüíîå âûðîæäåíèÿ ýòîé ïàðû Ëàê-
ñà.
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Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå Ëàêñà

L̇(λ) + [L(λ),M(λ)] = 0

ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ.

Êàê è ðàíåå, óðàâíåíèå Ëàêñà îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà Ëàêñà â ïðîöåññå ýâîëþöèè
ïîäâåðãàåòñÿ èçîñïåêòðàëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, è ìû ìîæåì ïðåäúÿâèòü ñåìåéñòâî
èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ (ñïåêòðàëüíûõ èíâàðèàíòîâ) trLk(λ).

Çàäà÷à. Íàéäèòå trL2(λ) è trL3(λ) â ÿâíîì âèäå.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû Ëàêñà

R(z, λ) = det(zI − L(λ))

òàêæå èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Óðàâíåíèå R(z, λ) = 0 çàäàåò êîìïëåêñíóþ êðèâóþ, êî-
òîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé êðèâîé è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ýòè èíòåãðàëû äâèæåíèÿ íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè (äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Ëàêñà).

5



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] F. Calogero, Solution of the one-dimensional N-body problems with quadratic and/or
inversely quadratic pair potentials, J. Math. Phys. 12 (1971) 419�436.

[2] J. Moser, Three integrable Hamiltonian systems connected with isospectral
deformations, Adv. Math. 16 (1975) 197�220.

[3] À.Ì. Ïåðåëîìîâ, Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè è àëãåáðû
Ëè, Ìîñêâà, �Íàóêà�, 1990.

[4] M.A. Olshanetsky, A.M. Perelomov, Classical integrable �nite-dimensional systems
related to Lie algebras, Phys. Rep. 71 (1981) 313�400.

[5] Yu. Suris, The Problem of Integrable Discretization: Hamiltonian Approach, Springer
Basel AG, 2003.

[6] Í.È. Àõèåçåð, Ýëåìåíòû òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, �Íàóêà�, Ìîñêâà,
1970.

[7] Ý.Ò. Óèòòåêåð, Äæ.Í. Âàòñîí, Êóðñ ñîâðåìåííîãî àíàëèçà, òîì II, Ãîñóäàðñòâåí-
íîå èçäàòåëüñòâî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, Ìîñêâà, 1963.

[8] T. Takebe, Elliptic integrals and elliptic functions, Springer, 2023.

[9] S.N.M. Ruijsenaars and H. Schneider, A new class of integrable systems and its
relation to solitons, Ann. Phys. 170 (1986) 370�405.

[10] S.N.M. Ruijsenaars, Complete integrability of relativistic Calogero-Moser systems
and elliptic function identities, Commun. Math. Phys. 110 (1987) 191�213.

6


