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À.Â. Çàáðîäèí*

Ðàöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà ÊÌ â êâàäðàòè÷íîì ïîòåíöèàëå

×àñòèöû ñèñòåìû ÊÌ ìîæíî ïîìåñòèòü âî âíåøíåå ïîëå ñ êâàäðàòè÷íûì ïîòåíöè-
àëîì ñ ñîõðàíåíèåì èíòåãðèðóåìîñòè. Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ÊÌ âî âíåøíåì ïîëå
èìååò âèä

H =
N∑
i=1

p2i − g2
∑
i≠j

1

(xi − xj)2
+ ω2

N∑
i=1

x2
i ,

îòêóäà íàõîäèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

ẍi = −8g2
∑
j ̸=i

1

(xi − xj)3
− 4ω2xi.

Èç íèõ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ìàññ ÷àñòèö ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ
÷àñòîòîé 2ω.

Êîììóòàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ââå-
äåì ìàòðèöû

L± = L± iωX.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ìàòðè÷íûì óðàâíåíèÿì

L̇± + [L±,M ]± 2iωL± = 0

ñ ìàòðèöåé M èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöû

L1 = L+L− = L2 + ω2X2 − igω(E − I),

L2 = L−L+ = L2 + ω2X2 + igω(E − I).

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû L1, L2 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàêñà:

L̇α + [Lα,M ] = 0, α = 1, 2.

*e-mail: zabrodin@itep.ru
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Òàêîìó æå óðàâíåíèþ Ëàêñà óäîâëåòâîðÿåò è ìàòðèöà

L =
1

2
(L1 + L2) = L2 + ω2X2,

è ìû ìîæåì ñðàçó ïðåäúÿâèòü íàáîð èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ

Ik = trLk.

Ïðè k = 1 ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè èíòåãðàëû
äâèæåíèÿ íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.

Çàäà÷à. Ïîëó÷èòå ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ I2.

Îòìåòèì, ÷òî êîììóòàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ ìàò-
ðèö L,M è X. Èç óðàâíåíèé L̇± + [L±,M ]± 2iωL± = 0 íàõîäèì:

L̇+ [L,M ]± iω
(
Ẋ + [X,M ] + 2L

)
= 2ω2X.

Ìíèìàÿ ÷àñòü äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ò.å. äîëæíî áûòü

Ẋ + [X,M ] + 2L = 0,

â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïîýòîìó ìû èìååì êîììóòàöèîííîå ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå

L̇+ [L,M ] = 2ω2X.

Ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ïðè ω ̸= 0 ñâîáîäíîå äâèæåíèå â ïðîñòðàíñòâå ìàò-
ðèö íàäî çàìåíèòü íà ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé 2ω è ñïðîåêòèðîâàòü íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. À èìåííî, ìû ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû

X0 cos(2ωt)− L0
sin(2ωt)

ω

äâèãàþòñÿ âî âðåìåíè êàê ÷àñòèöû ñèñòåìû ÊÌ â êâàäðàòè÷íîì ïîòåíöèàëå. Î÷å-
âèäíî, ïðè ω = 0 ýòî ñâîäèòñÿ ê óòâåðæäåíèþ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ïóñòü V �
äèàãîíàëèçóþùàÿ ìàòðèöà:

X0 cos(2ωt)− L0
sin(2ωt)

ω
= V XV −1,

ãäå X � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî âðåìåíè,
ïîëó÷èì:

2ω sin(2ωt)X0 + cos(2ωt)L0 = 2V LV −1,

ãäå ìû ïîëîæèëè L = −1
2
(Ẋ + [X,M ]), è M = −V̇ V −1. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ åùå

ðàç, áóäåì èìåòü:
L̇+ [L,M ] = 2ω2X,

ò.å. ïðèâåäåííîå âûøå êîììóòàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Òåïåðü ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà L èìååò òðåáóåìûé âèä. Óðàâíåíèå
L̇ + [L,M ] = 2ω2X ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ Ëàêñà äëÿ L = L2 + ω2X2. Ïîýòîìó ìû
ìîæåì íàïèñàòü

V (L2 + ω2X2)V −1 = L2
0 + ω2X2

0 .
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Ïîäñòàâèâ ñþäà âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü ìàòðèöû V XV −1, ïîñëå íåêîòîðûõ ïðîñòûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

V LV −1 = cos(2ωt)L0 + ω sin(2ωt)X0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè êîììóòàòîð [L,X], êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ íå çàâè-
ñÿùèì îò âðåìåíè è ðàâíûì

[L,X] = V −1[L0, X0]V = gV −1(I − E)V = g(I − E),

êàê è ðàíåå, ïîñêîëüêó ìàòðèöà V íîðìèðîâàíà òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà L èìååò òàêîé æå âèä, êàê è ðàíüøå.

Îòìåòèì åùå, ÷òî åñëè xi(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÊÌ ñ ω = 0,
èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî

x̃i(t) = xi(ω
−1 tan(2ωt)) cos(2ωt)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÊÌ âî âíåøíåì ïîëå ñ ω ̸= 0.

Ñèñòåìà ÊÌ ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì

Ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ â ñèñòåìå ÊÌ äîïóñêàåò äåôîðìàöèþ, ïðè êîòîðîé îí
ñòàíîâèòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ îäíèì âåùåñòâåííûì èëè ÷è-
ñòî ìíèìûì ïåðèîäîì. Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå ñèñòåìû òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè
(ãèïåðáîëè÷åñêèìè) ñèñòåìàìè ÊÌ (èíîãäà èõ íàçûâàþò ñèñòåìàìè Êàëîäæåðî-
Ñàçåðäåíäà). Èíòåãðèðóåìîñòü ïðè òàêîé äåôîðìàöèè ñîõðàíÿåòñÿ. Âñå óòâåðæäå-
íèÿ, ñäåëàííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äëÿ ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìû ÊÌ çà èñêëþ÷å-
íèåì ñàìîäóàëüíîñòè, èìåþò ñâîè ïðÿìûå àíàëîãè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì,
õîòÿ èõ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà ìîãóò áûòü íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûìè ïî
ôîðìå.

Ãàìèëüòîíèàí è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H =
∑
i

p2i − g2
∑
i ̸=j

γ2

sinh2(γ(xi − xj))
,

ãäå g2 � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ, à γ � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ïåðèîä ïîòåí-
öèàëà, êîòîðûé ðàâåí πi/γ. Ïðè âåùåñòâåííûõ γ èìååì ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó,
ïðè ÷èñòî ìíèìûõ � òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ. Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì çàîñòðÿòü
âíèìàíèå íà ýòîé ðàçíèöå, íàçûâàÿ èõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Â
ïðåäåëå γ → 0 ïðèõîäèì ê ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìå ÊÌ.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òàêîâû:

ẋi = 2pi,

ṗi = −4g2γ3
∑
j ̸=i

cosh(γ(xi − xj))

sinh3(γ(xi − xj))
,

èëè, â íüþòîíîâñêîé ôîðìå,

ẍi = −8g2γ3
∑
j ̸=i

cosh(γ(xi − xj))

sinh3(γ(xi − xj))
.
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Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà è èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Ìàòðèöà Ëàêñà òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ñèñòåìû ÊÌ èìååò âèä

Lij = −piδij −
gγ(1− δij)

sinh(γ(xi − xj))
.

Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíî ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì

wi = e2γxi

è íàðÿäó ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé X = diag(x1, . . . , xN) ââåñòè äèàãîíàëüíóþ ìàò-
ðèöó W = diag(w1, . . . , wN). Ââåäåì åùå âíåäèàãîíàëüíûå ìàòðèöû A,B ñ ìàòðè÷-
íûìè ýëåìåíòàìè

Aik = 2γ(1− δik)
w

1/2
i w

1/2
k

wi − wk

,

Bik = 4γ2(1− δik)
w

3/2
i w

1/2
k

(wi − wk)2
,

à òàêæå äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

Dik = 4γ2δik
∑
l ̸=i

wiwl

(wi − wl)2
.

Ìû îáîçíà÷àåì èõ òåìè æå áóêâàìè, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ èõ ïîëíûìè àíàëîãàìè è â ïðåäåëå γ → 0
ïåðåõîäÿò â íèõ. Ïàðà Ëàêñà òàêîâà:

L = −1
2
Ẋ − gA,

M = γẊ + 2gB − 2gD.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå Ëàêñà L̇ + [L,M ] = 0 ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèÿì
äâèæåíèÿ.

Ïðèâåäåì óðàâíåíèå, õàðàêòåðèçóþùåå ìàòðèöó Ëàêñà:

[W,L] = 2gγ
(
W −W 1/2EW 1/2

)
èëè

W 1/2LW−1/2 −W−1/2LW 1/2 = 2gγ(I − E).

Â ïðåäåëå γ → 0 îíî ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå [X,L] = g(I −E), êîòîðîå îáñóæäàëîñü
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà ñëåäóåò, ÷òî â ïðîöåññå
ýâîëþöèè ìàòðèöà Ëàêñà ïîäâåðãàåòñÿ èçîñïåêòðàëüíîé äåôîðìàöèè, è âåëè÷èíû
Hk = trLk ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ.

Çàäà÷à. Óáåäèòåñü, ÷òî H2 = H è íàéäèòå H3 â ÿâíîì âèäå.

Çàäà÷à. Ìåòîäîì, èñïîëüçîâàííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, äîêàæèòå èíâîëþòèâ-
íîñòü èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ Hk.
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Ëèíåàðèçàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö. Ëèíåàðèçàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö
èìååò àíàëîã äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû: âåëè÷èíû wi(t) = e2γxi(t), ãäå xi(t)
� êîîðäèíàòû ÷àñòèö â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ÊÌ, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû

e−4γtL0e2γX0 .

Çàäà÷à. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

Çàäà÷à. Ïîïðîáóéòå íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó äëÿ âûñøèõ ïîòîêîâ.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÊÌ è ðàöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà âî âíåøíåì

ïîëå. Â 1997 ãîäó Íåêðàñîâûì áûë ïîëó÷åí çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò, óñòàíàâ-
ëèâàþùèé ñîîòâåòñòâèå äèíàìèêè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ÊÌ è äèíàìèêè
ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìû ÊÌ âî âíåøíåì êâàäðàòè÷íîì ïîòåíöèàëå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìû ñ îòòàëêèâàíèåì, ò.å. çàìåíèì â ïðåäûäóùèõ ôîðìóëàõ
g → ig, à òàêæå γ → iγ. ×òîáû íå ñìåøèâàòü îáîçíà÷åíèÿ, îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû
è èìïóëüñû òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ÷åðåç θi, −ξi ñ êàíîíè÷åñêèìè ñêîáêàìè
Ïóàññîíà ìåæäó íèìè. Ãàìèëüòîíèàí è ìàòðèöà Ëàêñà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû
ïðèìóò òîãäà âèä

H =
∑
i

ξ2i + g2
∑
i ̸=j

γ2

sin2(γ(θi − θj))
,

Ljk = ξjδjk −
igγ(1− δjk)

sin(γ(θj − θk))
.

Èçìåíèì òàêæå îáîçíà÷åíèå äëÿ ìàòðèöû Ëàêñà â ðàöèîíàëüíîé ñèñòåìå è ââåäåì
ìàòðèöó

Pjk = −pjδjk −
ig(1− δjk)

xj − xk

(ýòî òî, ÷òî áûëî ìàòðèöåé Ëàêñà L); â ñëó÷àå îòòàëêèâàíèÿ îíà ýðìèòîâà. Âìåñòî
ìàòðèö L± ðàññìîòðèì ìàòðèöû

Z = P + iωX, Z† = P − iωX.

Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ìàòðèöà Z óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òèïà
Ëàêñà

Ż + [Z,M ] + 2iωZ = 0,

èç êîòîðîãî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî

Z(t) = e2iωtV Z(0)V −1

ñ óíèòàðíîé ìàòðèöåé V .

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Z â ïðîèçâåäåíèå óíèòàðíîé è ýðìèòîâîé, àíà-
ëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z â âèäå z = reiφ. Ìû çàïèøåì åãî â
ñèììåòðèçîâàííîì âèäå

Z = U1/2R1/2U1/2, R† = R, U † = U−1,
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òîãäà
Z†Z = U−1/2RU1/2.

Ïóñòü V � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, äèàãîíàëèçóþùàÿ ìàòðèöó U , ò.å.

U = VWV −1, W = diag(e2iωθ1 , . . . , e2iωθN ).

Îíà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó. Ìû
çàôèêñèðóåì ýòó ñâîáîäó, íàëîæèâ óñëîâèå Ue = e.

Ïîëîæèì
L = V −1RV.

Êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå [X,P ] = ig(I −E) èëè [Z,Z†] = −2ωg(I −E) ïåðåïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå

U1/2RU−1/2 − U−1/2RU1/2 = −2ωg(I − E)

èëè
W 1/2LW−1/2 −W−1/2LW 1/2 = 2ωg(I − E).

Ñðàâíèâ ñ àíàëîãè÷íûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ÊÌ, çà-
êëþ÷àåì, ÷òî äîëæíî áûòü ω = γ, è òîãäà L ñòàíåò ìàòðèöåé Ëàêñà äëÿ íåå ñ
äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ξi = (V −1RV )ii. Ïîýòîìó ãàìèëüòîíèàíû tr(Z†Z)k ðà-
öèîíàëüíîé ñèñòåìû ÊÌ ïðåâðàùàþòñÿ â ãàìèëüòîíèàíû trLk òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ñèñòåìû ÊÌ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 1 èìååì, ÷òî äèíàìèêà ÷àñòèö ÊÌ âî âíåøíåì
ïîëå ýêâèâàëåíòíà ñâîáîäíîé äèíàìèêå ÷àñòèö òðèãîíîìåòðè÷åñêîãîé ñèñòåìû ÊÌ
ñ ãàìèëüòîíèàíîì

∑
i ξi, ò.å. θj äâèãàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ýòî

ñëåäóåò è èç ñîîòíîøåíèÿ
Z(t) = e2iωtV Z(0)V −1,

óñòàíîâëåííîãî ðàíåå.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå îò (pi, xi) ê (ξi, θi) êàíîíè÷åñêîå. Îïÿòü-
òàêè ýòî ïðîùå äåëàòü â ìàòðè÷íîì âèäå. Ìû èìååì

tr(dZ ∧ dZ†) = 2iωtr(dP ∧ dX).

Çàäà÷à. Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì

tr(dX̃ ∧ dỸ ) = tr(dX ∧ dY )− dtr([X,Y ]U−1dU)

èç çàäà÷è ê ëåêöèè 1, ïîêàæèòå, ÷òî∑
i

dξi ∧ dθi = −tr(dP ∧ dX) =
∑
i

dpi ∧ dxi,

÷òî è îçíà÷àåò êàíîíè÷íîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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