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Ñèñòåìû Êàëîäæåðî-Ìîçåðà è Ðóéñåíàðñà-Øíàéäå-

ðà â äèñêðåòíîì âðåìåíè

Êàê ìû óáåäèëèñü â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, äèíàìèêó ïîëþñîâ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé
íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ìîæíî âûâåñòè èç âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåé-
íûõ çàäà÷ äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé, ïðè÷åì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà-
÷è) ïàðàìåòðèçóåòñÿ âû÷åòàìè â ïîëþñàõ xi, íà êîòîðûå âîçíèêàåò ñèñòåìà ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïàðàìåòðèçîâàòü
âîëíîâóþ ôóíêöèþ íå âû÷åòàìè â ïîëþñàõ, à åå íóëÿìè yi, è ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ
íà ýòè íóëè. Íàïðèìåð, â ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå âìåñòî ôóíêöèè ψ â âèäå

ψ = ekx
(
1 +

∑
i

ci
x− xi

)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ

ψ = ekx
∏
i

x− yi
x− xi

è ïîäñòàâèòü åå â ëèíåéíîå óðàâíåíèå. Êàê ìû óâèäèì, ïðè ýòîì âîçíèêàåò ñèñòåìà
óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùàÿ íóëè è ïîëþñà, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâ-
êè xi ↔ yi. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íóëè âîëíîâîé ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò òåì æå
óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, ÷òî è ïîëþñà, ò.å. äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñèñòåì ÊÌ
èëè ÐØ. Ýòî ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå xi → yi (ïåðåõîä îò ïî-
ëþñîâ ê íóëÿì) êàê ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà ñèñòåì òèïà ÊÌ èëè ÐØ. Â ñâîþ
î÷åðåäü, òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñäâèã íà îäèí øàã
äèñêðåòíîãî âðåìåíè n ∈ Z, ò.å. åñëè îáîçíà÷èòü xi = xni , yi = xn+1

i , ïðåîáðàçîâàíèå
Áýêëóíäà îçíà÷àåò ýâîëþöèþ â äèñêðåòíîì âðåìåíè xni → xn+1

i . Â ýòîì è çàêëþ-
÷àåòñÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðèðóåìîé âðåìåííîé äèñêðåòèçàöèè ñèñòåì òèïà ÊÌ
è ÐØ. Âîçíèêàþò óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå xni , x

n+1
i è xn−1

i , íåïðåðûâíûé ïðåäåë
êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ñèñòåì ÊÌ èëè ÐØ. Ïðåîáðàçîâàíè-
ÿì Áýêëóíäà â èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ ìíîãèõ ÷àñòèö è äèíàìèêå â äèñêðåòíîì
âðåìåíè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [37, 38, 39].
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Ñèñòåìà ÊÌ â äèñêðåòíîì âðåìåíè

Ìû íà÷íåì ñ ñèñòåìû ÊÌ è ðàññìîòðèì ñðàçó åå íàèáîëåå îáùóþ ýëëèïòè÷åñêóþ
âåðñèþ.

Ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà. Îáðàòèìñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

∂tψ = ∂2xψ + 2∂2x log τ ψ

íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ, ãäå t = t2. Ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ â âèäå ψ = τ̃ /τ ,
òîãäà ëèíåéíîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå

∂t log
τ̃

τ
= ∂2x log(τ τ̃) +

(
∂x log

τ̃

τ

)2
.

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé òàó-ôóíêöèÿ èìååò âèä

τ = eQ(x,t)
∏
i

σ(x− xi(t)),

ãäå Q(x, t) � íåêîòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïî x, t, ÿâíûé âèä êîòîðîé íàì ñåé÷àñ íå
âàæåí. Ïîñêîëüêó ψ äîëæíà áûòü äâîÿêîáëîõîâñêîé ôóíêöèåé, îáùèé âèä ôóíêöèè
τ̃ ñëåäóþùèé:

τ̃ = CeQ(x,t)+αx+βt
∏
i

σ(x− yi(t)),

ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè C, α, β, òàê ÷òî

τ̃

τ
= Ceαx+βt

∏
i

σ(x− yi)

σ(x− xi)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â íàøå óðàâíåíèå, èìååì:∑
i

(
ẋiζ(x− xi)− ẏiζ(x− yi)

)
= −

∑
i

(
℘(x− xi) + ℘(x− yi)

)

+

(∑
i

(
ζ(x− xi)− ζ(x− yi)

))2

+ 2α
∑
i

(
ζ(x− xi)− ζ(x− yi)

)
+ const .

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ïîëþñàõ â òî÷êàõ x = xi è x = yi, ïîëó÷èì ñëåäó-
þùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

ẋi = 2
∑
j ̸=i

ζ(xi − xj)− 2
∑
j

ζ(xi − yj) + 2α,

ẏi = −2
∑
j ̸=i

ζ(yi − yj) + 2
∑
j

ζ(yi − xj) + 2α.

Ïåðåîïðåäåëèâ xi → xi+2αt, yi → yi+2αt, ìîæíî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïîëîæèòü α =
0, ÷òî ìû è ñäåëàåì. Ýòè óðàâíåíèÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè xi ↔
yi (ïðè îäíîâðåìåííîì èçìåíåíèè çíàêà t). Îòìåòèì, ÷òî â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì è
ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àÿõ ÷èñëî ïåðåìåííûõ yi íå îáÿçàíî ðàâíÿòüñÿ ÷èñëó ïåðåìåííûõ
xi, ò.ê. ÷àñòü íóëåé âîëíîâîé ôóíêöèè ìîæåò óõîäèòü íà áåñêîíå÷íîñòü.
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Ìû ïîêàæåì, ÷òî èç ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÊÌ
êàê äëÿ xi, òàê è äëÿ yi. Â ñàìîì äåëå, äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ïî âðåìåíè,
áóäåì èìåòü:

ẍi = −2
∑
j ̸=i

(ẋi − ẋj)℘(xi − xj) + 2
∑
j

(ẋi − ẏj)℘(xi − yj)

= −4
∑
j ̸=i

(∑
k ̸=i

ζ(xi − xk)−
∑
k

ζ(xi − yk)−
∑
k ̸=j

ζ(xj − xk)+
∑
k

ζ(xj − yk)
)
℘(xi − xj)

+4
∑
j

(∑
k ̸=i

ζ(xi − xk)−
∑
k

ζ(xi − yk)+
∑
k ̸=j

ζ(yj − yk)−
∑
k

ζ(yj − xk)
)
℘(xi − yj).

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íà ñàìîì äåëå ðàâíà 4
∑
j ̸=i

℘′(xi − xj), ò.å. xi óäî-

âëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÊÌ. Â ñèëó ñèììåòðèè òå æå óðàâíåíèÿ
âûïîëíÿþòñÿ äëÿ yi. Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå xi → yi ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåîáðàçîâà-
íèåì Áýêëóíäà äëÿ ñèñòåìû ÊÌ, ïåðåâîäÿùèì îäíî ðåøåíèå â äðóãîå. Ýòî îñíîâàíî
íà òîæäåñòâå

−
∑
j ̸=i

(∑
k ̸=i

ζ(xi − xk)−
∑
k

ζ(xi − yk)−
∑
k ̸=j

ζ(xj − xk)+
∑
k

ζ(xj − yk)
)
℘(xi − xj)

+
∑
j

(∑
k ̸=i

ζ(xi − xk)−
∑
k

ζ(xi − yk)+
∑
k ̸=j

ζ(yj − yk)−
∑
k

ζ(yj − xk)
)
℘(xi − yj)

−
∑
j ̸=i

℘′(xi − xj) = 0,

ãäå x1, . . . , xN , y1, . . . , yN � ïðîèçâîëüíûå ïåðåìåííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà. Äîêàæåì ýòî òîæäåñòâî.

Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé � ýòî N = 2. Ïîëîæèì i = 1 è ðàññìîòðèì ëåâóþ
÷àñòü êàê ôóíêöèþ îò x1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò x1.
Îíà ìîæåò èìåòü ïîëþñà ïðè x1 = x2, x1 = y1, x1 = y2. Ïîëîæèâ x1 = x2 + ε è
ðàçëîæèâ ïðè ε → 0, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü íà ñàìîì äåëå ðåãóëÿðíà
ïðè x1 = x2 è, áîëåå òîãî, âåäåò ñåáÿ êàê O(ε), òàê ÷òî îíà ïðè x1 = x2 îáðàùàåòñÿ â
0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðåãóëÿðíà ïðè x1 = y1,
x1 = y2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

Ïåðåõîäÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ, îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü òîæäåñòâà ÷åðåç F
(i)
N =

F
(i)
N (x1, . . . , xN , y1, . . . , yN) è ðàññìîòðèì åå êàê ôóíêöèþ îò xi. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî

ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò xi. Îíà ìîæåò èìåòü ïîëþñà ïðè xi = xi0 (i0 = 1, . . . , N ,
i0 ̸= i) è xi = yi0 (i0 = 1, . . . , N). Ïîëîæèâ xi = xi0 + ε, xi = yi0 + ε è ðàçëîæèâ ïðè

ε→ 0, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî F
(i)
N ðåãóëÿðíà, ò.å. ñèíãóëÿðíûå âêëàäû ñîêðàùàþòñÿ

è F
(i)
N = O(1) ïðè ε→ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, F

(i)
N � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò xi. ×òîáû

åå íàéòè, ðàçëîæèì F
(i)
N âáëèçè xi0 âïëîòü äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà ε

0:

F
(i)
N = F

(i0)
N−1(x1, . . . , x̂i, . . . , xN , y1, . . . , ŷi, . . . , yN) +G

(i0)
N−1 +O(ε),

3



ãäå x̂i, ŷi îçíà÷àåò, ÷òî àðãóìåíòû xi, yi îïóùåíû, è

G
(i0)
N−1 = G

(i0)
N−1(x1, . . . , x̂i, . . . , xN , y1, . . . , yN)

äàåòñÿ âûðàæåíèåì

G
(i0)
N−1 =

1

2

∑
k

℘′(xi0 − yk)−
1

2

∑
k ̸=i,i0

℘′(xi0 − xk) + ζ(xi0 − yi)℘(xi0 − yi)

−
∑

j ̸=i,i0

(
ζ(xi0 − xj)− ζ(xi0 − yi) + ζ(xj − yi)

)
℘(xi0 − xj)

+
∑
j ̸=i

(
ζ(xi0 − yj)− ζ(xi0 − yi) + ζ(yj − yi)

)
℘(xi0 − yj)

+
( ∑
k ̸=i,i0

ζ(xi0 − xk)−
∑
k ̸=i

ζ(xi0 − yk) +
∑
k ̸=i

ζ(yi − yk)−
∑

k ̸=i,i0

ζ(yi − xk)
)
℘(xi0 − yi).

Âî âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêàõ èñïîëüçóåì òîæäåñòâî

ζ(x)− ζ(y)− ζ(x− y) = −1

2

℘′(x) + ℘′(y)

℘(x)− ℘(y)
,

÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü ñóììó âûðàæåíèé â ýòèõ ñòðîêàõ ê âèäó

∑
j ̸=i,i0

(
1

2
℘′(xi0 − xj)−

1

2
℘′(xi0 − yj)

+
(
ζ(xi0 − yj) + ζ(yj − yi)− ζ(xi0 − xj)− ζ(xj − yi)

)
℘(xi0 − yi)

)
+
(
ζ(xi0 − yi0)− ζ(xi0 − yi) + ζ(yi0 − yi)

)
℘(xi0 − yi0).

Ïîäñòàâèâ ýòî îáðàòíî â âûðàæåíèå äëÿ G
(i0)
N−1, ïîëó÷èì ïîñëå ñîêðàùåíèé:

G
(i0)
N−1 =

1

2
℘′(xi0 − yi) +

1

2
℘′(xi0 − yi0)

+
(
ζ(xi0 − yi0)− ζ(xi0 − yi) + ζ(yi0 − yi)

)(
℘(xi0 − yi0)− ℘(xi0 − yi)

)
.

Îïÿòü âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì, ñâÿçûâàþùèì ζ- è ℘-ôóíêöèè, âèäèì, ÷òî
G

(i0)
N−1 = 0.

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè: ïðåäïîëîæèì, ÷òî F
(i)
N−1 = 0

(êàê ìû âèäåëè, ýòî òàê äëÿ N = 3), òîãäà F
(i)
N = O(ε) ïðè ε → 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

F
(i)
N = 0.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà êàê äèíàìèêà â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Ïðåîá-
ðàçîâàíèå Áýêëóíäà xi → yi ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñäâèã íà îäèí øàã â äèñ-
êðåòíîì âðåìåíè n ∈ Z. Îáîçíà÷èì xi = xni , yi = xn+1

i , òîãäà óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå
ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà, ïðèìóò âèä

ẋni = 2
∑
j ̸=i

ζ(xni − xnj )− 2
∑
j

ζ(xni − xn+1
j ),

ẋn+1
i = −2

∑
j ̸=i

ζ(xn+1
i − xn+1

j ) + 2
∑
j

ζ(xn+1
i − xnj ).

Ñäâèíóâ n → n − 1 âî âòîðîì óðàâíåíèè è âû÷òÿ ýòè óðàâíåíèÿ äðóã èç äðóãà,
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÊÌ â äèñêðåòíîì âðåìåíè, ñâÿçûâàþùèå
xni , x

n+1
i è xn−1

i :∑
j

ζ(xni − xn+1
j ) +

∑
j

ζ(xni − xn−1
j )− 2

∑
j ̸=i

ζ(xni − xnj ) = 0. (0.1)

Çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè âëîæåííîãî àí-
çàöà Áåòå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êâàíòîâîé ìîäåëè Ãîäåíà, àññîöèèðîâàííîé ñ ñèñòå-
ìîé êîðíåé Am, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå äèñêðåòíîå âðåìÿ n ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
0, 1, . . . ,m + 1. Âûçâàíî ëè ýòî ñîâïàäåíèå ãëóáîêèìè ïðè÷èíàìè èëè ïðîñòî ñëó-
÷àéíî, íåèçâåñòíî.

Ãàìèëüòîíîâ ïîäõîä ê äèñêðåòèçàöèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ÷àñòèö îáñóæäàåòñÿ
â êíèãå [15].

Íåïðåðûâíûé ïðåäåë. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîïóñêàþò ðàçíûå ïðå-
äåëû íåïðåðûâíîãî âðåìåíè. Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, íàèâíûé íåïðåðûâíûé ïðåäåë
äàåò òðèâèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ẍi = 0. ×òîáû ïîëó÷èòü ÷òî-òî ìåíåå òðè-
âèàëüíîå, íóæíî áðàòü ïðåäåë áîëåå èçîùðåííûì ñïîñîáîì. À èìåííî, ïîëîæèì
t = nδ, xni → xi(t) + εn, òàê ÷òî

xn±1
i → xi ± ε± δẋi +

1
2
δ2ẍi + . . .

ïðè ε, δ → 0, ïðè÷åì δ = O(ε2). Îòäåëÿÿ ÷ëåíû â ñóììàõ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ, ñ j = i îò ÷ëåíîâ ñ j ̸= i è ðàçëàãàÿ èõ ïî îòäåëüíîñòè, ïîëó÷èì â ïåðâîì
íåèñ÷åçàþùåì ïîðÿäêå:

1

ε+ δẋi − 1
2
δ2ẍi

− 1

ε+ δẋi +
1
2
δ2ẍi

− ε2
∑
j ̸=i

℘′(xi − xj) = 0,

èëè, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷ëåíîâ,

ẍi = 4g2
∑
j ̸=i

℘′(xi − xj), g =
ε2

2δ
.

Ýòî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ÊÌ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè.

Ñèñòåìà ÐØ â äèñêðåòíîì âðåìåíè

Èäåÿ íàõîæäåíèÿ äèñêðåòíîé âðåìåííîé äèíàìèêè äëÿ ñèñòåìû ÐØ � òà æå, ÷òî
è â ñëó÷àå ñèñòåìû ÊÌ, òîëüêî âìåñòî ëèíåéíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ÊÏ íóæíî
èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ çàäà÷ó äëÿ äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäû.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà. Îáðàòèìñÿ ê ïåðâîé ëèíåéíîé çàäà÷å äëÿ äâóìåðè-
çîâàííîé öåïî÷êè Òîäû

∂tψ(x) = ψ(x+ η) + ∂t log
τ(x+ η)

τ(x)
ψ(x),

ãäå t = t1. Ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ â âèäå ψ = τ̃ /τ è ïîäñòàâèì â ëèíåéíîå
óðàâíåíèå, òîãäà îíî ïðèìåò âèä

∂t log
τ̃(x)

τ(x+ η)
=
τ̃(x+ η)τ(x)

τ(x+ η)τ̃(x)
.

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé

τ = eQ(x,t)
∏
i

σ(x− xi(t)),

ãäå Q(x, t) � íåêîòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïî x, t, ÿâíûé âèä êîòîðîé íàì íå âà-
æåí. Ïîñêîëüêó ψ äîëæíà áûòü äâîÿêîáëîõîâñêîé ôóíêöèåé, îáùèé âèä ôóíêöèè τ̃
ñëåäóþùèé:

τ̃ = AeQ(x,t)+αx+βt
∏
i

σ(x− yi(t)),

ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè A,α, β, òàê ÷òî

τ̃

τ
= Aeαx+βt

∏
i

σ(x− yi)

σ(x− xi)
.

Ïîäñòàâèâ ýòî â óðàâíåíèå, èìååì:

∑
i

(
ẋiζ(x− xi + η)− ẏiζ(x− yi)

)
= eαη

∏
i

σ(x− xi)σ(x− yi + η)

σ(x− yi)σ(x− xi + η)
+ const.

Ïðèðàâíèâàÿ âû÷åòû â ïîëþñàõ ïðè x = xi−η è x = yi, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ẋi = C
∏
k ̸=i

σ(xi − xk − η)

σ(xi − xk)

∏
j

σ(xi − yj)

σ(xi − yj − η)
,

ẏi = C
∏
k ̸=i

σ(yi − yk + η)

σ(yi − yk)

∏
j

σ(yi − xj)

σ(yi − xj + η)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C, êîòîðàÿ áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæåò áûòü ïîëîæåíà ðàâ-
íîé 1, ÷åãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ðàñòÿæåíèåì âðåìåíè. Ýòè óðàâíåíèÿ ñèììåò-
ðè÷íû îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííîé çàìåíû xi ↔ yi è η → −η. Êàê è ðàíåå, â
òðèãîíîìåòðè÷åñêîì è ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àÿõ ÷èñëî ïåðåìåííûõ yi íå îáÿçàíî ðàâ-
íÿòüñÿ ÷èñëó ïåðåìåííûõ xi, ò.ê. ÷àñòü íóëåé âîëíîâîé ôóíêöèè ìîæåò óõîäèòü íà
áåñêîíå÷íîñòü.

Èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî êàê xi, òàê è yi óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèÿì äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÐØ, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå xi → yi äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì Áýêëóíäà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íàì ïîòðåáóåòñÿ íåêî-
òîðàÿ òåõíèêà. Ââåäåì ôóíêöèþ

ϕ(x, y) =
σ(x+ y)

σ(x)σ(y)
,
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êîòîðàÿ ëèøü ýêñïîíåíöèàëüíûì ìíîæèòåëåì îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè Ëàìý-Ýðìèòà,
ââåäåííîé ðàíåå. Ïîñëå ïîäõîäÿùåãî ðàñòÿæåíèÿ âðåìåíè ïîëó÷åííàÿ âûøå ñèñòåìà
óðàâíåíèé çàïèøåòñÿ â òåðìèíàõ ýòîé ôóíêöèè âèäå

ẋi =
∏
k ̸=i

ϕ(xi − xk,−η)
∏
j

ϕ(xi − yj − η, η),

ẏi = −
∏
k ̸=i

ϕ(yi − yk, η)
∏
j

ϕ(yi − xj + η,−η),

à óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÐØ � â âèäå

ẍi
ẋi

=
∑
k ̸=i

ẋk

(
ϕ′(xk − xi,−η)
ϕ(xk − xi,−η)

− ϕ′(xi − xk,−η)
ϕ(xi − xk,−η)

)
,

ãäå ϕ′(x, y) = ∂xϕ(x, y). Îòìåòèì, ÷òî ðàñòÿæåíèå âðåìåíè íå âëèÿåò íà ýòè óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ, ïîñêîëüêó îíè îäíîðîäíû ïî âðåìåíè. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî âðåìåíè
ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, èìååì:

ẍi
ẋi

=
∑
k ̸=i

(ẋi − ẋk)
ϕ′(xi − xk,−η)
ϕ(xi − xk,−η)

+
∑
k

(ẋi − ẏk)
ϕ′(xi − yk − η, η)

ϕ(xi − yk − η, η)

=
∑
k ̸=i

ẋk

(
ϕ′(xk − xi,−η)
ϕ(xk − xi,−η)

− ϕ′(xi − xk,−η)
ϕ(xi − xk,−η)

)

−
∑
k ̸=i

ẋk
ϕ′(xk − xi,−η)
ϕ(xk − xi,−η)

+
∑
k ̸=i

ẋi
ϕ′(xi − xk,−η)
ϕ(xi − xk,−η)

+
∑
k

(ẋi − ẏk)
ϕ′(xi − yk − η, η)

ϕ(xi − yk − η, η)
.

Ñðàâíèâ ýòî ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÐØ, âèäèì, ÷òî íàì íóæíî ïîêàçàòü,
÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ â òðåòüåé ñòðî÷êå ðàâíà íóëþ. Ýòî ñëåäóåò èç òîæäåñòâà∑

i

ẋi =
∑
i

ẏi

èëè

∑
i

∏
k ̸=i

ϕ(xi−xk,−η)
∏
j

ϕ(xi−yj−η, η) +
∏
k ̸=i

ϕ(yi−yk, η)
∏
j

ϕ(yi−xj+η,−η)

 = 0,

êîòîðîå äîêàçàíî íèæå. Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ýòîãî òîæäåñòâà ïî xi
è âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèÿìè ñèñòåìû, êàê ðàç ïîëó÷èì, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ
â òðåòüåé ñòðî÷êå ðàâíà íóëþ. Íàøå òîæäåñòâî � ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåãî
òîæäåñòâà

n∏
i=1

ϕ(wi, zi) =
n∑

i=1

ϕ
(
wi,

n∑
k=1

zk
) n∏
j ̸=i

ϕ(wj − wi, zj),

êîòîðîå ìû äîêàæåì íèæå. Îíî ïîëó÷àåòñÿ èç íåãî, åñëè âçÿòü n = 2N − 1. Óäîáíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñóììà ïðè ýòîì èäåò ïî i = 2, . . . , 2N . Âûáåðåì ïåðåìåííûå ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

z2 = . . . = zN = −η, zN+1 = . . . = z2N = η, òàê ÷òî
2N∑
k=2

zk = η,
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w2 = x1 − x2, . . . , wN = x1 − xN , wN+1 = x1 − y1 − η, . . . , w2N = x1 − yN − η.

Òîãäà òîæäåñòâî äàåò
N∑
i=1

ẋi =
N∑
i=1

ẏi â ôîðìå ẋ1 = −
N∑
i=2

ẋi +
N∑
i=1

ẏi.

Òî, ÷òî yi óäîâëåòâîðÿþò òåì æå óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÐØ, ñëåäóåò èç
ñèììåòðèè xi ↔ yi.

Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà. Ìû íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ n = 2.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

ϕ(w1, z1)ϕ(w2, z2) = ϕ(w1, z1 + z2)ϕ(w2 − w1, z2) + ϕ(w2, z1 + z2)ϕ(w1 − w2, z1).

Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîæ-
äåñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè íåêîòîðîì n è äîêàæåì, ÷òî èç ýòîãî ñëåäóåò åãî ñïðàâåä-
ëèâîñòü ïðè n→ n+ 1:

n+1∏
i=1

ϕ(wi, zi) =
n+1∑
i=1

ϕ
(
wi,

n+1∑
k=1

zk
) n+1∏

j ̸=i

ϕ(wj − wi, zj).

Ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü:

n+1∏
i=1

ϕ(wi, zi) =
n∑

i=1

ϕ(wn+1, zn+1)ϕ
(
wi,

n∑
k=1

zk
) n∏
j ̸=i

ϕ(wj − wi, zj)

=
n∑

i=1

ϕ(wn+1 − wi, zn+1)ϕ
(
wi,

n+1∑
k=1

zk
) n∏
j ̸=i

ϕ(wj − wi, zj)

+
n∑

i=1

ϕ
(
wi − wn+1,

n∑
k=1

zk
)
ϕ
(
wn+1,

n+1∑
k=1

zk
) n∏
j ̸=i

ϕ(wj − wi, zj),

ãäå ìû ïðèìåíèëè òîæäåñòâî, äîêàçàííîå â çàäà÷å. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü
òîæäåñòâà è âûïèøåì îòäåëüíî ïåðâûå n ÷ëåíîâ ñóììû:

n+1∑
i=1

ϕ
(
wi,

n+1∑
k=1

zk
) n+1∏

j ̸=i

ϕ(wj − wi, zj)

=
n∑

i=1

ϕ
(
wi,

n+1∑
k=1

zk
) n+1∏

j ̸=i

ϕ(wj − wi, zj) + ϕ
(
wn+1,

n+1∑
k=1

zk
) n∏
j=1

ϕ(wj − wn+1, zj).

Ñðàâíèâàÿ ñ ïðåîáðàçîâàííîé ëåâîé ÷àñòüþ, âèäèì, ÷òî ïåðâûå ÷ëåíû â ýòèõ âûðà-
æåíèÿõ îäèíàêîâû. Òåì ñàìûì ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî

n∑
i=1

ϕ
(
wi − wn+1,

n∑
k=1

zk
)
ϕ
(
wn+1,

n+1∑
k=1

zk
) n∏
j ̸=i

ϕ(wj − wi, zj)

= ϕ
(
wn+1,

n+1∑
k=1

zk
) n∏
j=1

ϕ(wj − wn+1, zj).

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ ϕ
(
wn+1,

n+1∑
k=1

zk
)
âèäèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ñëå-

äóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ïðè wi → wi − wn+1.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà êàê äèíàìèêà â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Êàê è â
ñëó÷àå ñèñòåìû ÊÌ, ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà xi → yi ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñäâèã íà îäèí øàã â äèñêðåòíîì âðåìåíè n ∈ Z. Îáîçíà÷èì xi = xni , yi = xn+1

i , òîãäà
óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà, ïðèìóò âèä

ẋni =
∏
k ̸=i

σ(xni − xnk − η)

σ(xni − xnk)

∏
j

σ(xni − xn+1
j )

σ(xni − xn+1
j − η)

,

ẋn+1
i =

∏
k ̸=i

σ(xn+1
i − xn+1

k + η)

σ(xn+1
i − xn+1

k )

∏
j

σ(xn+1
i − xnj )

σ(xn+1
i − xnj + η)

.

Ñäâèíóâ âî âòîðîì óðàâíåíèè n → n − 1, òàê ÷òîáû ëåâûå ÷àñòè ñòàëè îäèíàêî-
âûìè è ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÐØ â
äèñêðåòíîì âðåìåíè:

N∏
k=1

σ(xni − xn−1
k )

σ(xni − xn−1
k + η)

σ(xni − xnk + η)

σ(xni − xnk − η)

σ(xni − xn+1
k − η)

σ(xni − xn+1
k )

= −1.

Êàê ëåãêî âèäåòü, â ïðåäåëå η → 0 îíè ïåðåõîäÿò â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû
ÊÌ â äèñêðåòíîì âðåìåíè.

Çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè âëî-
æåííîãî àíçàöà Áåòå äëÿ îáîáùåííîé ñïèíîâîé öåïî÷êè ñ ýëëèïòè÷åñêîé R-ìàòðè-
öåé, àññîöèèðîâàííîé ñ ñèñòåìîé êîðíåé Am, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå äèñêðåòíîå âðåìÿ
n ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . ,m+ 1, à xni � êîðíè Áåòå íà n-ì óðîâíå àíçàöà Áåòå.

Çàäà÷à. Âûïîëíèòå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê íåïðåðûâíîìó âðåìåíè â ýòèõ óðàâíå-
íèÿõ è ïîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ïðåäåëå îíè ïðåâðàùàþòñÿ â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ñèñòåìû ÐØ.

Äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÐØ â äèñ-
êðåòíîì âðåìåíè èìåþò ïðåäñòàâëåíèå òèïà Ëàêñà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé ïî
âðåìåíè âåðñèåé ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà è èìååò òîò æå ñìûñë: ìàòðèöà Ëàêñà ïðè
ýâîëþöèè âî âðåìåíè ïîäâåðãàåòñÿ èçîñïåêòðàëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Ñóùåñòâîâà-
íèå ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà Ëàêñà äîêàçûâàåò èíòåãðèðóåìîñòü äèñêðåòíîé âî âðåìåíè
ñèñòåìû ÐØ (à ñ íåé è ñèñòåìû ÊÌ êàê ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ). Äèñêðåòíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå Ëàêñà ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìîòðåâ ýëëèïòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äèñêðåòíîãî âî
âðåìåíè óðàâíåíèÿ öåïî÷êè Òîäû.

Ââåäåì òàó-ôóíêöèþ äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäû â äèñêðåòíîì âðåìåíè n
ïî ïðàâèëó

τn(x) = τ(x, t− n[λ−1], t̄),

ãäå ïàðàìåòð λ−1 èãðàåò ðîëü ïîñòîÿííîé ðåøåòêè. Çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíûõ âðåìåí
t, t̄ ïðåäïîëàãàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè. Â ñëó÷àå äâóõ äèñêðåòíûõ âðåìåí n, m ïî-
ëîæèì

τn,m(x) = τ(x, t− n[λ−1]−m[µ−1], t̄).

Òîãäà áèëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå íà òàó-ôóíêöèþ èç ðàçäåëà 7.1

λτ(x+ η, t)τ(x, t+ [λ−1]− [µ−1])− µτ(x+ η, t+ [λ−1]− [µ−1])τ(x, t)
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= (λ− µ)τ(x+ η, t+ [λ−1])τ(x, t− [µ−1]),

ãäå ìû äëÿ êðàòêîñòè îïóñòèëè âðåìåíà t̄, çàïèøåòñÿ êàê óðàâíåíèå â äèñêðåòíûõ
âðåìåíàõ:

λτn+1,m(x+ η)τn,m+1(x)− µτn,m+1(x+ η)τn+1,m(x) = (λ− µ)τn,m(x+ η)τn+1,m+1(x).

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà z, ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

ψn(x) = zx/η
(
1− z

λ

)n
eξ(t,z)

τ(x, t− n[λ−1]− [z−1])

τ(x, t)
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî áèëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå íà òàó-ôóíêöèþ
ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè:

ψn+1(x) = −λ−1ψn(x+ η) + V n(x)ψn(x), V n(x) =
τn(x)τn+1(x+ η)

τn+1(x)τn(x+ η)
.

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïî x ðåøåíèé

τn(x) =
N∏
j=1

σ(x− xnj ),

è

V n(x) =
∏
j

σ(x− xnj )σ(x− xn+1
j + η)

σ(x− xn+1
j )σ(x− xnj + η)

ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò x. Ðåøåíèÿ äëÿ ψn(x) íóæíî èñêàòü ñðåäè
äâîÿêîáëîõîâñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìû êàê îáû÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

ψn(x) = zx/η
∑
i

cni Φ(x− xni , u),

ãäå âòîðîé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç u. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â
ëèíåéíîå óðàâíåíèå, èìååì:∑

i

cn+1
i Φ(x− xn+1

i , u) + zλ−1
∑
i

cni Φ(x− xni + η, u)

−
∏
k

σ(x− xni )σ(x− xn+1
i + η)

σ(x− xn+1
i )σ(x− xni + η)

∑
i

cni Φ(x− xni , u) = 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü ìîæåò èìåòü ïðîñòûå ïîëþñà ïðè x = xni − η è x = xn+1
i . Óñëîâèå

ñîêðàùåíèÿ ïîëþñîâ ïðèâîäèò ê ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà
êîìïîíåíòû âåêòîðà cn = (cn1 , . . . , c

n
N)

T:
Lncn = zλ−1cn,

cn+1 =Mncn.

Ìàòðèöû Ln, Mn èìåþò ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

Ln
ij = fn

i Φ(x
n
i − xnj − η, u),

Mn
ij = gni Φ(x

n+1
i − xnj , u),
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ãäå

fn
i =

∏
j
σ(xni − xnj − η)σ(xni − xn+1

j )∏
j
σ(xni − xn+1

j − η)
∏
l ̸=i
σ(xni − xnl )

,

gni =

∏
j
σ(xn+1

i − xnj )σ(x
n+1
i − xn+1

j + η)∏
j
σ(xn+1

i − xnj + η)
∏
l ̸=i
σ(xn+1

i − xn+1
l )

.

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû èìååò âèä

Ln+1Mn =MnLn.

Ýòî è åñòü äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Ëàêñà, îçíà÷àþùåå, ÷òî ïðè ñäâèãå íà øàã äèñ-
êðåòíîãî âðåìåíè ìàòðèöà Ëàêñà ïîäâåðãàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèþ ïîäîáèÿ, è åå ñïåêòð
ñîõðàíÿåòñÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Ëàêñà ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ
ñèñòåìû ÐØ â äèñêðåòíîì âðåìåíè, ïîëó÷åííûì âûøå. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî∑

i

fn
i +

∑
i

gni = 0,

ïîñêîëüêó â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ñóììà âû÷åòîâ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè V n(x). Îáî-
çíà÷èì Rn = Ln+1Mn −MnLn, òîãäà

Rn
ij = fn+1

i

∑
k

gnkΦ(x
n+1
i − xn+1

k − η, u)Φ(xn+1
k − xn+1

j , u)

−gni
∑
k

fn
k Φ(x

n+1
i − xnk , u)Φ(x

n
k − xnj − η, u).

Ðàâåíñòâî Rn
ij = 0 (óðàâíåíèå Ëàêñà) â ïðåäåëå u→ 0 âëå÷åò çà ñîáîé ðàâåíñòâî

fn+1
i

∑
k

gnk − gni
∑
k

fn
k = 0,

èëè, âñïîìèíàÿ, ÷òî
∑
k

fn
k +

∑
k

gnk = 0,

fn+1
i = −gni .

Ýòî è åñòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

N∏
k=1

σ(xni − xn−1
k )

σ(xni − xn−1
k + η)

σ(xni − xnk + η)

σ(xni − xnk − η)

σ(xni − xn+1
k − η)

σ(xni − xn+1
k )

= −1.

ñèñòåìû ÐØ â äèñêðåòíîì âðåìåíè, ïîëó÷åííûå ðàíåå.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ðàâåíñòâó Rn
ij = 0 äëÿ âñåõ u.
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Äåôîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ÐØ â äèñêðåòíîì âðåìåíè

Ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà. Ïðèìåíèì òåïåðü òîò æå ìåòîä ê ñëó÷àþ ðåøåòêè
Òîäû ñî ñâÿçüþ òèïà B. Ïåðâàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à äëÿ ðåøåòêè Òîäû ñî ñâÿçüþ òèïà
B èìååò âèä

∂tψ(x) = v(x)
(
ψ(x+ η)− ψ(x− η)

)
,

ãäå v(x) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òàó-ôóíêöèþ τ(x):

v(x) =
τ(x+ η)τ(x− η)

τ 2(x)
.

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåøåíèé òàó-ôóíêöèÿ èìååò âèä

τ(x) = C
N∏
i=1

σ(x− xi),

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åå íóëè xj âñå ðàçëè÷íû, òàê ÷òî v(x) � ýëëèïòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäàìè 2ω1, 2ω2. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ ìîæíî èñêàòü ñðåäè äâîÿ-
êîáëîõîâñêèõ ôóíêöèé. Ïîëþñà ôóíêöèè ψ � íóëè òàó-ôóíêöèè, òàê ÷òî ìû ìîæåì
ïðåäñòàâèòü ðåøåíèÿ â âèäå

ψ(x) = µx/ηe(µ−µ−1)t τ̂(x)

τ(x)
,

ãäå

τ̂(x) =
N∏
i=1

σ(x− yi)

ñ íåêîòîðûìè yi. Òîãäà ψ-ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äâîÿêîáëîõîâñêîé ñ áëî-
õîâñêèìè ìíîæèòåëÿìè

B1 = µ2ω1/η exp
(
2ζ(ω1)

N∑
j=1

(xj − yj)
)
, B2 = µ2ω2/η exp

(
2ζ(ω2)

N∑
j=1

(xj − yj)
)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
N∑
j=1

(ẋj − ẏj) = 0,

òàê ÷òî áëîõîâñêèå ìíîæèòåëè íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Â ãëàâå 8 áûëî äîêàçàíî, ÷òî
ïîëþñà âîëíîâîé ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ äåôîðìèðîâàííîé
ñèñòåìû ÐØ äëÿ ëþáîãî µ.

Ïîäñòàâëÿÿ âîëíîâóþ ôóíêöèþ â ëèíåéíîå óðàâíåíèå, èìååì:

∂tτ̂(x)

τ̂(x)
− ∂tτ(x)

τ(x)
+ µ− µ−1 = µ

τ̂(x+ η)τ(x− η)

τ̂(x) τ(x)
− µ−1 τ(x+ η)τ̂(x− η)

τ(x) τ̂(x)
.

Ýòî óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííîé çàìåíû τ ↔ τ̂ , µ ↔ µ−1,
òàê ÷òî yj óäîâëåòâîðÿþò òåì æå óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, ÷òî è xj. Îáå ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ èìåþò ïðîñòûå ïîëþñà â òî÷êàõ x = xj è x = yj. Ïðèðàâíèâàÿ âû÷åòû, ïðèõîäèì
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ê óðàâíåíèÿì, ñâÿçûâàþùèì íóëè yi è ïîëþñà xi âîëíîâîé ôóíêöèè:

ẋi = µσ(−η)
∏
j ̸=i

σ(xi−xj−η)
σ(xi−xj)

∏
k

σ(xi−yk+η)
σ(xi−yk)

+ µ−1σ(−η)
∏
j ̸=i

σ(xi−xj+η)
σ(xi−xj)

∏
k

σ(xi−yk−η)
σ(xi−yk)

,

ẏi = µσ(−η)
∏
j ̸=i

σ(yi−yj+η)
σ(yi−yj)

∏
k

σ(yi−xk−η)
σ(yi−xk)

+ µ−1σ(−η)
∏
j ̸=i

σ(yi−yj−η)
σ(yi−yj)

∏
k

σ(yi−xk+η)
σ(yi−xk)

.

Îíè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî çàìåíû xj ↔ yj, µ ↔ µ−1. Ïåðåõîä xj → yj ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ.

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ xj è yj â ïðèíöèïå ìîæíî âûâåñòè
èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî îò ýòèõ óðàâíåíèé íóæíî âçÿòü ïðîèçâîäíóþ
ïî âðåìåíè è âîñïîëüçîâàòüñÿ èìè åùå ðàç, ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ ẋj, ẏj ÷åðåç
xj, yj. Òåì ñàìûì îíè îêàæóòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè íåêîòîðîìó íåòðèâèàëüíîìó òîæ-
äåñòâó äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðîå ñëèøêîì ñëîæíî
äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçûâàòü åãî �â ëîá�. Îäíàêî, íàì íåò íóæäû â òàêîì äîêàçà-
òåëüñòâå, ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ xj ñëåäóþò èç ðåçóëüòîâ ãëàâû 8, à
óðàâíåíèÿ äëÿ yj � èç ñèììåòðèè xj ↔ yj. Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà
äëÿ ñèñòåìû ÐØ îòëè÷àåòñÿ îò òàêîâîãî äëÿ äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ îòñóò-
ñòâèåì âòîðûõ ÷ëåíîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Â ýòîì ñìûñëå îíî ñîäåðæèòñÿ â ïîñëåäíåì
êàê ôîðìàëüíûé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé µ→ ∞ (èëè µ→ 0).

Äèíàìèêà â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Îáîçíà÷èâ ïåðåìåííóþ äèñêðåòíîãî âðåìå-
íè ÷åðåç n ∈ Z, ïîëîæèì xi = xni , yi = xn+1

i . Ñäâèíóâ n→ n−1 âî âòîðîì óðàâíåíèè
ñèñòåìû, ÷òîáû ëåâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ñòàëè îäèíàêîâûìè, ïðèõîäèì ê âûâî-
äó, ÷òî è ïðàâûå ÷àñòè äîëæíû áûòü ðàâíû, ÷òî äàåò óðàâíåíèÿ

µ
N∏
k=1

σ(xni − xn+1
k )σ(xni − xnk + η)σ(xni − xn−1

k − η)

+ µ
N∏
k=1

σ(xni − xn+1
k + η)σ(xni − xnk − η)σ(xni − xn−1

k )

= µ−1
N∏
k=1

σ(xni − xn+1
k − η)σ(xni − xnk + η)σ(xni − xn−1

k )

+ µ−1
N∏
k=1

σ(xni − xn+1
k )σ(xni − xnk − η)σ(xni − xn−1

k + η),
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èëè

N∏
j=1

σ(xni − xn+1
j )σ(xni − xnj + η)σ(xni − xn−1

j − η)

σ(xni − xn+1
j + η)σ(xni − xnj − η)σ(xni − xn−1

j )

= −1 + µ−2
N∏
j=1

σ(xni −xn+1
j )σ(xni −xn−1

j +η)

σ(xni −xn+1
j +η)σ(xni −xn−1

j )
+ µ−2

N∏
j=1

σ(xni −xn+1
j −η)σ(xni −xnj +η)

σ(xni −xn+1
j +η)σ(xni −xnj −η)

.

Íåïðåðûâíûé ïðåäåë. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò ðàçëè÷íûå íåïðåðûâ-
íûå ïðåäåëû. Â îäíîì èç íèõ ââåäåì ñíà÷àëà ïåðåìåííûå

Xn
j = xnj − nη

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè âåäóò ñåáÿ ãëàäêî ïðè èçìåíåíèè âðåìåíè, ò.å. Xn+1
j =

Xn
j + O(ε) ïðè ε → 0, ãäå ìû ââåëè ïîñòîÿííóþ ðåøåòêè ε íà îñè âðåìåíè, òàê

÷òî íåïðåðûâíîé âðåìåííîé ïåðåìåííîé áóäåò t = nε. Â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ Xn
j

óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

N∏
j=1

σ(Xn
i −Xn+1

j − η)σ(Xn
i −Xn

j + η)σ(Xn
i −Xn−1

j )

σ(Xn
i −Xn+1

j )σ(Xn
i −Xn

j − η)σ(Xn
i −Xn−1

j + η)

= −1 + µ−2
N∏
j=1

σ(Xn
i −Xn+1

j −η)σ(Xn
i −Xn−1

j +2η)

σ(Xn
i −Xn+1

j )σ(Xn
i −Xn−1

j +η)

+ µ−2
N∏
j=1

σ(Xn
i −Xn+1

j −2η)σ(Xn
i −Xn

j +η)

σ(Xn
i −Xn+1

j )σ(Xn
i −Xn

j −η)
.

Ìû äîëæíû ðàçëîæèòü èõ ïî ñòåïåíÿì ε, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Xn±1
j = Xj ± εẊj +

1

2
ε2Ẍj +O(ε3)

ïðè ε→ 0. Äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü äî ïîðÿäêà ε. Äëÿ ñàìîñîãëàñîâàííîñòè ïðîöåäó-
ðû ðàçëîæåíèÿ íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû µ−1 áûëî ïîðÿäêà ε.

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè µ−1 = ε â ëèäèðóþùåì ïîðÿäêå ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ äåôîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ÐØ äëÿ Xj.

Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü � ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãëàäêèìè âî âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ èñõîä-
íûå ïåðåìåííûå, ò.å.

xn±1
j = xj ± εẋj +

1

2
ε2ẍj +O(ε3).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè µ−2 − 1 = O(1) ïðè ε → 0,
ëèäèðóþùèé ïîðÿäîê áóäåò ε, è ðàçëîæåíèå äàåò óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ÐØ (íåäå-
ôîðìèðîâàííîé). Îäíàêî, åñëè µ−2−1 = O(ε), ñêàæåì, µ−2 = 1+αε+O(ε2), ïåðâûé
ïîðÿäîê äàåò òîæäåñòâî 0 = 0, è íóæíî ðàçëàãàòü äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ε.
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