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Â 1971 ãîäó Ô.Êàëîäæåðî ââåë â ðàññìîòðåíèå ñèñòåìó âçàèìîäåéñòâóþùèõ êâàíòî-
âûõ ÷àñòèö íà ïðÿìîé ñ ïàðíûì ïîòåíöèàëîì, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûì êâàäðàòó
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Íåñêîëüêî ïîçäíåå êëàññè÷åñêàÿ âåðñèÿ ýòîé ñèñòå-
ìû áûëà ðàññìîòðåíà Ìîçåðîì, â ðàáîòå êîòîðîãî áûëà âñêðûòà åå çàìå÷àòåëüíàÿ
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòà ñèñòåìà íîñèò íàçâàíèå
ñèñòåìû ÷àñòèö Êàëîäæåðî-Ìîçåðà (ÊÌ).

Ãàìèëüòîíèàí è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ
êîîðäèíàòàìè è èìïóëüñàìè ÷àñòèö xi, pi, i = 1, . . . , N ñ êàíîíè÷åñêèìè ñêîáêàìè
Ïóàññîíà {xi, xj} = {pi, pj} = 0, {xi, pj} = δij. Âñå ÷àñòèöû ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè,
èõ ìàññó ïðèìåì ðàâíîé 1

2
. Ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H =
N∑
i=1

p2i − g2
∑
i ̸=j

1

(xi − xj)2
.

Ïàðàìåòð g2 � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ. Åñëè g âåùåñòâåííî, ÷àñòèöû ïðèòÿãèâà-
þòñÿ äðóã ê äðóãó, åñëè ÷èñòî ìíèìîå � îòòàëêèâàþòñÿ. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî
ïîëîæèòü g = 1, ÷åãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò xi → gxi.
Ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïî ñòàíäàðòíûì ïðàâèëàì:

ẋi =
∂H

∂pi
= 2pi,

ṗi = −∂H

∂xi

= −4g2
∑
j ̸=i

1

(xi − xj)3
,

ãäå òî÷êà êàê îáû÷íî îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè. Îòñþäà íàõîäèì íüþòî-
íîâñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:

ẍi = −8g2
∑
j ̸=i

1

(xi − xj)3
.
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Èç íèõ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ìàññ ÷àñòèö x̄ =
1

N

∑
i

xi äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé

ñêîðîñòüþ.

Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà. Êëþ÷îì ê äîêàçàòåëüñòâó èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû ÊÌ
ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â âèäå óñëîâèÿ êîììóòàöèè íåêîòîðûõ
ìàòðèö (ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà), íàéäåííîå Ìîçåðîì â 1975 ãîäó. Ðàññìîòðèì N×N
ìàòðèöû L, M ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

Lij = −δijpi −
g(1− δij)

xi − xj

,

Mij = −2gδij
∑
k ̸=i

1

(xi − xk)2
+

2g(1− δij)

(xi − xj)2
.

Ìàòðèöà L íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ëàêñà, à ïàðà ìàòðèö L, M � ïàðîé Ëàêñà. Ñåé-
÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÊÌ ýêâèâàëåíòíû ìàòðè÷íîìó
óðàâíåíèþ

L̇+ [L,M ] = 0,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàêñà. Îòìåòèì, ÷òî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëàêñà
� ñèëüíî ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó îíî ñîäåðæèò N2 ñîîòíî-
øåíèé (ïî ÷èñëó ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ), à óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
òîëüêî N ñîîòíîøåíèé (ïî ÷èñëó êîîðäèíàò). Êàê ìû óâèäèì íèæå, íàøè ìàòðèöû
L, M òàêîâû, ÷òî âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ëàêñà çàíóëÿ-
þòñÿ òîæäåñòâåííî, è îñòàåòñÿ êàê ðàç N ñîîòíîøåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ çàíóëåíèå
äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Îòìåòèì çäåñü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà íå åäèíñòâåííî. Êàê ìû óâèäèì äàëü-
øå, ñóùåñòâóåò öåëîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïàð Ëàêñà, ïðèâîäÿùèõ ê òåì
æå ñàìûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ.

Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ââåäåì ìàòðèöû A, B ñ íóëÿìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè
è ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

Aij =
1− δij
xi − xj

, Bij =
1− δij

(xi − xj)2
,

à òàêæå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû X, D ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè

Xii = xi, Dii =
∑
k ̸=i

1

(xi − xk)2
,

òîãäà

L = −1

2
Ẋ − gA, M = 2gB − 2gD.

Î÷åâèäíî, Ȧ = [B, Ẋ]. Âû÷èñëåíèå ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ëàêñà äàåò:

L̇+ [L,M ] = −1

2
Ẍ + 4g2([A,D]− [A,B]).
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Çàäà÷à. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

[A,D]− [A,B] = D′,

ãäå D′ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

D′
ij = −2δij

∑
k ̸=i

1

(xi − xk)3
.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå Ëàêñà ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö

Ẍ = 4D′,

êîòîðîå, î÷åâèäíî, è ñîäåðæèò â ñåáå âñå N íüþòîíîâñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà ñðàçó ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
áåñêîíå÷íîãî íàáîðà èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ (N èç êîòîðûõ áóäóò íåçàâèñèìûìè).
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, âåëè÷èíû

Hk = trLk, k = 1, 2, 3, . . . .

Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà è öèêëè÷åñêîãî ñâîéñòâà ñëåäà èìååì:

Ḣk = ktr(L̇Lk−1) = ktr([M,L]Lk−1) = ktr(MLLk−1 − LMLk−1) = 0.

Êàê ëåãêî âèäåòü, ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå âðåìåííîé ýâîëþ-
öèè ìàòðèöà Ëàêñà ïîäâåðãàåòñÿ èçîñïåêòðàëüíîé äåôîðìàöèè: L(t) = UL(0)U−1,
ãäå ìàòðèöà U òàêîâà, ÷òî M = U̇U−1. Ïîýòîìó âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðè-
öû Ëàêñà � èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ
îáû÷íî âûáèðàþò Hk = trLk, k = 1, . . . , N . Âîò íåñêîëüêî ïåðâûõ:

H1 = −
∑
i

pi,

H2 = H =
∑
i

p2i − g2
∑
i ̸=j

1

(xi − xj)2
,

H3 = −
∑
i

p3i + 3g2
∑
i ̸=j

pi
(xi − xj)2

,

H4 =
∑
i

p4i − 2g2
∑
i ̸=j

pipj + 2p2i
(xi − xj)2

−+g4
∑
i ̸=j

1

(xi − xj)4
+ 2g4

∑
[ijk]

1

(xi − xj)2(xj − xk)2
,

ãäå â ïîñëåäíåé ñóììå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ðàçëè÷íûì èíäåñêàì i, j, k. Êàê
ìû âèäèì, −H1 = P � ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû, à H2 = H � ãàìèëüòîíèàí. Îñòàëü-
íûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ èíîãäà íàçûâàþòñÿ âûñøèìè ãàìèëüòîíèàíàìè. Ïîäîáíî
H2, îíè çàäàþò ïîòîêè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Âðåìåííóþ ïåðåìåííóþ, ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ïîòîêó ñ ãàìèëüòîíèàíîì Hk, îáîçíà÷èì ÷åðåç tk. Íàïðèìåð, ïîòîê ñ
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ãàìèëüòîíèàíîì H3 çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂t3xi =
∂H3

∂pi
= −3p2i + 3g2

∑
j ̸=i

1

(xi − xj)2
,

∂t3pi = −∂H3

∂xi

= 6g2
∑
j ̸=i

pi + pj
(xi − xj)3

.

Íèæå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî èíòåãðàëû äâèæåíèÿ Hk íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè, òàê ÷òî
âñå ýòè ïîòîêè ñîâìåñòíû, âûñøèå ãàìèëüòîíèàíû � èíòåãðàëû äâèæåíèÿ äðóã äëÿ
äðóãà, è ñèñòåìà ÊÌ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé.

Èíâîëþòèâíîñòü èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Ñëåäóÿ ìåòîäó, ïðåäëîæåííîìó â [3],
äîêàæåì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Ëàêñà (à çíà÷èò è âñå âûñøèå
ãàìèëüòîíèàíû Hk) íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà Ëàêñà äèàãîíàëèçóåìà, ÷òî èìååò ìåñòî â ñëó÷àå
îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïóñòü λ, µ � äâà åå ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, c =
(c1, . . . , cN)

T, b = (b1, . . . , bN)
T � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû (âåê-

òîðû-ñòîëáöû), à c̃ = (c̃1, . . . , c̃N), b̃ = (b̃1, . . . , b̃N) � ëåâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû
(âåêòîðû-ñòðîêè):

Lc = λc, Lb = µb,

c̃L = λc̃, b̃L = µb̃.

Íîðìèðóåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû óñëîâèÿìè

(c̃, c) =
∑
i

c̃ici = 1, (b̃,b) =
∑
i

b̃ibi = 1.

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïî pi, xi, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

∂λ

∂pi
=

(
c̃,

∂L

∂pi
c
)
,

∂λ

∂xi

=
(
c̃,

∂L

∂xi

c
)

è àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò µ. Ïîäñòàâèâ ñþäà íàøó ìàòðèöó
L, âûðàæåííóþ ÷åðåç êîîðäèíàòû è èìïóëüñû, íàéäåì:

∂λ

∂pi
= −c̃ici,

∂λ

∂xi

= g
∑
k ̸=i

c̃ick − c̃kci
(xi − xk)2

.

Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè ñêîáêó Ïóàññîíà {λ, µ}:

{λ, µ} =
∑
i

( ∂λ
∂pi

∂µ

∂xi

− ∂λ

∂xi

∂µ

∂pi

)

= g
∑
i

−c̃ici
∑
k ̸=i

b̃ibk − b̃kbi
(xi − xk)2

+ b̃ibi
∑
k ̸=i

c̃ick − c̃kci
(xi − xk)2

 .
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Óìíîæàÿ óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ∑
k

Likck = λci

íà bi, óðàâíåíèå ∑
k

Likbk = µbi

íà ci è âû÷èòàÿ èõ äðóã èç äðóãà, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

cibi =
g

λ− µ

∑
k ̸=i

bkci − ckbi
xi − xk

,

è àíàëîãè÷íî

c̃ib̃i = − g

λ− µ

∑
k ̸=i

b̃kc̃i − c̃kb̃i
xi − xk

.

Ïîäñòàâèâ ýòî â âûøåïðèâåäåííóþ ôîðìóëó äëÿ {λ, µ}, áóäåì èìåòü:

{λ, µ} =
g2

λ− µ

∑
i

∑
j ̸=i

bjci − cjbi
xi − xj

∑
l≠i

c̃ib̃l − b̃ic̃l
(xi − xl)2

+
∑
j ̸=i

b̃j c̃i − c̃j b̃i
xi − xj

∑
l ̸=i

cibl − bicl
(xi − xl)2



=
g2

λ− µ

∑
i

∑
j,l ̸=i

[
1

(xi − xj)(xi − xl)2
+

1

(xi − xl)(xi − xj)2

]
(bjci − cjbi)(c̃ib̃l − b̃ic̃l)

=
g2

λ− µ

∑
i

∑
j,l ̸=i

[
1

(xi − xl)2
− 1

(xi − xj)2

]
1

xl − xj

(bjci − cjbi)(c̃ib̃l − b̃ic̃l).

Ïåðåãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ è ïåðåîáîçíà÷åíèå èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëå-
äóþùåìó âûðàæåíèþ:

{λ, µ} =
g2

λ− µ

∑
i

∑
l ̸=i

c̃ib̃l − b̃ic̃l
(xi − xl)2

∑
j ̸=i

bjci − cjbi
xl − xj

− g2

λ− µ

∑
j ̸=i

bjci − cjbi
(xi − xj)2

∑
l ̸=i

c̃ib̃l − b̃ic̃l
xl − xj

.

Óìíîæèì óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

−pici − g
∑
l ̸=i

1

xi − xl

cl = λci

íà bj, à óðàâíåíèå

−pibi − g
∑
l ̸=i

1

xi − xl

bl = µbi

íà cj è âû÷òåì èõ äðóã èç äðóãà. Ìû ïîëó÷èì:

g
∑
l ̸=i

clbj − blcj
xi − xl

= µbicj − λcibj + pi(bicj − cibj).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

g
∑
l ̸=i

c̃lb̃j − b̃lc̃j
xl − xi

= µb̃ic̃j − λc̃ib̃j + pi(b̃ic̃j − c̃ib̃j).
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Ïîäñòàâèâ ýòî â ôîðìóëó äëÿ {λ, µ}, íàéäåì:

{λ, µ} =
gλ

λ− µ

∑
j ̸=i

c̃icjbib̃j − c̃jcibj b̃i
(xi − xj)2

− gµ

λ− µ

∑
j ̸=i

cic̃j b̃ibj − cj c̃ibib̃j
(xi − xj)2

.

Î÷åâèäíî, êàæäàÿ èç äâóõ èìåþùèõñÿ çäåñü ñóìì ðàâíà íóëþ, ò.ê. ïîä çíàêîì ñóììû
ñòîèò âûðàæåíèå, àíòèñèììåòðè÷íîå ïî èíäåêñàì i, j. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî
ñêîáêè Ïóàññîíà ìåæäó ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû Ëàêñà ðàâíû íóëþ, è,
ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëû äâèæåíèÿ Hk íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.

Ëèíåàðèçàöèÿ äèíàìèêè ÊÌ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö (ìåòîä ïðîåêòèðîâà-
íèÿ). Äèíàìèêà ñèñòåìû ÊÌ ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàíà â ïðîñòðàíñòâå, áîëüøåì
÷åì N -ìåðíîå êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû, à èìåííî â ïðîñòðàíñòâå
ìàòðèö ðàçìåðà N íà N . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ìàòðèöà ëèíåéíî çàâèñèò îò âðå-
ìåíè, äèíàìèêà åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ äèíàìèêîé ÷àñòèö â ñèñòå-
ìå ÊÌ. Ýòîò ìåòîä íåÿâíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íàçûâàåòñÿ åùå ìåòî-
äîì ïðîåêòèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó ñâîáîäíàÿ äèíàìèêà â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö áóäó÷è
ñïðîåêòèðîâàíà íà ìåíüøåå ïðîñòðàíñòâî äàåò äèíàìèêó íàøåé ñèñòåìû ñ íåòðè-
âèàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð � ïðîåêöèÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ
âäîëü ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, íà ðàäèàëüíîå
íàïðàâëåíèå.

Áîëåå òî÷íî, ìû ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöûX0−2tL0 (ãäåX0 =
diag(x1(0), . . . , xN(0)), L0 = L(0) � ìàòðèöà Ëàêñà ïðè t = 0), êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì
xi = xi(t), äâèãàþòñÿ êàê ÷àñòèöû â ñèñòåìå ÊÌ. Ïðè t = 0 ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ñîâïàäàþò ñ íà÷àëüíûìè êîîðäèíàòàìè ÷àñòèö xi(0).

Ïóñòü V = V (t) � ìàòðèöà, äèàãîíàëèçóþùàÿ ìàòðèöó X0 − 2tL0:

X0 − 2tL0 = V XV −1,

ãäå X = X(t) = diag(x1(t), . . . , xN(t)). Î÷åâèäíî, V (0) = I, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàò-
ðèöà. Ìàòðèöà V îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà äèàãîíàëüíóþ
ìàòðèöó. Ìû çàôèêñèðóåì ýòó ñâîáîäó, íàëîæèâ óñëîâèå

V e = e,

ãäå e � âåêòîð-ñòîëáåö, ó êîòîðîãî âñå êîìïîíåíòû ðàâíû 1: e = (1, . . . , 1)T.

Ïîêàæåì, ÷òî L = V −1L0V � ìàòðèöà Ëàêñà â ìîìåíò âðåìåíè t. Äëÿ ýòîãî
çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Ëàêñà õàðàêòåðèçóåòñÿ êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèåì

[X,L] = g(I − E),

ãäå E = e eT � ìàòðèöà ðàíãà 1, âñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 1. Ïðîâå-
ðèì, ÷òî åñëè ýòî êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè t = 0, îíî âûïîë-
íÿåòñÿ è ïðè âñåõ t. Äåéñòâèòåëüíî,

[X,L] = [V −1X0V − 2tV −1L0V, V
−1L0V ] = V −1[X0, L0]V = g(I − V −1e eTV ).

Â ñèëó íàøåãî óñëîâèÿ V −1e = e. Çàìåòèì, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû â
ëåâîé ÷àñòè ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó eTV = eT, è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà g(I − E).

6



Òåïåðü ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî X0 − 2tL0 = V XV −1 ïî âðåìåíè. Ïîñëå
ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

2L = −Ẋ + [M,X],

ãäå M = −V −1V̇ . Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ L = −1

2
Ẋ − gA, M = 2g(B − D). Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ñîîòíîøåíèÿ

L = V −1L0V äàåò óðàâíåíèå Ëàêñà L̇ + [L,M ] = 0, èç êîòîðîãî ñëåäóþò óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ äëÿ xi(t).

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � îáîáùèòü äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå î ëèíåàðèçàöèè íà
ïîòîêè, îòâå÷àþùèå âûñøèì ãàìèëüòîíèàíàì. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ìàòðèöû X0 − ktkL

k−1
0 äâèãàþòñÿ âî âðåìåíè tk êàê ÷àñòèöû ÊÌ â ïîòîêå ñ

ãàìèëüòîíèàíîì Hk.

Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî âûâåäåì ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Èìååì:

∂xi

∂tk
=

∂

∂pi
trLk = k tr

(∂L
∂pi

Lk−1
)
= −k(Lk−1)ii,

∂pi
∂tk

= − ∂

∂xi

trLk = −k tr
( ∂L
∂xi

Lk−1
)
.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå

2
∂L

∂xi

= [Ei,M ],

ãäå Ei � ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ êðîìå ýëåìåíòà
ii íà äèàãîíàëè.

Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ýòîé çàäà÷è, çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âèäå

∂xi

∂tk
= −k(Lk−1)ii,

∂pi
∂tk

= −k

2
[M,Lk−1]ii.

Èç íèõ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

∂tkLab =
k

2
[M,Lk−1]aaδab − kg(1− δab)

(Lk−1)aa − (Lk−1)bb
(xa − xb)2

,

êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

Ïóñòü V � ìàòðèöà, äèàãîíàëèçóþùàÿ ìàòðèöó X0 − ktkL
k−1
0 :

X0 − ktkL
k−1
0 = V XV −1,

ãäå X = diag(x1, . . . , xN). ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü îáîçíà÷åíèÿ, ìû îáîçíà÷èëè åå
òîé æå áóêâîé V , ÷òî è ïðè k = 2 (ñì. âûøå), íî îíà âîîáùå ãîâîðÿ çàâèñèò îò
k. Ýòà ìàòðèöà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà äèàãîíàëüíóþ
ìàòðèöó. Ìû çàôèêñèðóåì ýòó ñâîáîäó, íàëîæèâ óñëîâèå íîðìèðîâêè V e = e, êàê
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è âûøå. Ââåäåì ìàòðèöû L = V −1L0V , Mk = −V −1∂tkV . Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ
íîðìèðîâêè ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî Mke = 0. Êàê è âûøå, äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî tk
ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

∂tkL = [Mk, L],

∂tkX = [Mk, X]− kLk−1.

Ïåðâîå èç íèõ � óðàâíåíèå Ëàêñà äëÿ âûñøåãî (k-ãî) ïîòîêà. Âòîðîå ïîçâîëÿåò íàéòè
ìàòðèöó Mk. Äëÿ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñðàçó ïîëó÷àåì:

(Mk)ab = −k(Lk−1)ab
xa − xb

, a ̸= b.

Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ Mke = 0, êîòîðîå ãîâîðèò, ÷òî

(Mk)aa = −
∑
j ̸=a

(Mk)aj,

òàê ÷òî

(Mk)ab = −k(1− δab)
(Lk−1)ab
xa − xb

+ kδab
∑
j ̸=a

(Lk−1)aj
xa − xj

.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå Ëàêñà ñ ýòîé ìàòðèöåé Mk ñîâïàäàåò ñ óðàâíå-
íèåì äëÿ ∂tkLab, ïîëó÷åííûì âûøå ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ k-ãî
ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà. Ïèøåì:

∂tkLab =
∑
j

(Mk)ajLjb −
∑
j

Laj(Mk)jb

=
∑
j ̸=a

(Mk)ajLjb −
∑
j ̸=b

Laj(Mk)jb + Lab((Mk)aa − (Mk)bb).

Ïðè b = a ïîëó÷àåì îòñþäà ∂tkLaa = 1
2
k[M,Lk−1]aa, êàê è äîëæíî áûòü â ñèëó

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé a ̸= b. Ïîäñòàâëÿÿ
ÿâíûé âèä ìàòðèö L, Mk, ïîëó÷èì:

∂tkLab = kg
∑
j ̸=a,b

(Lk−1)aj
(xa − xj)(xj − xb)

− kg
∑
j ̸=a,b

(Lk−1)jb
(xa − xj)(xj − xb)

−kg
∑
j ̸=a

(Lk−1)aj
(xa − xb)(xa − xj)

+ kg
∑
j ̸=b

(Lk−1)bj
(xa − xb)(xa − xj)

− k(Lk−1)ab
pa − pb
xa − xb

.

Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì

1

(xa − xj)(xj − xb)
=

1

(xa − xb)(xa − xj)
+

1

(xa − xb)(xj − xb)
,

÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü ïåðâûå äâå ñóììû. Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ÷ëåíîâ ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

∂tkLab =
kg((Lk−1)bb − (Lk−1)aa

(xa − xb)2
+

k

xa − xb

Y,
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ãäå

Y = g
∑
j ̸=b

(Lk−1)aj − (Lk−1)bj
xj − xb

− g
∑
j ̸=b

(Lk−1)jb
xj − xb

+ g
∑
j ̸=a

(Lk−1)jb
xj − xa

− (pa − pb)(L
k−1)ab.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî Y = 0.

Óêàçàíèå: âûðàçèòå âñå ÷åðåç ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Ëàêñà.

Îñòàâøååñÿ âûðàæåíèå

∂tkLab =
kg((Lk−1)bb − (Lk−1)aa

(xa − xb)2

ïðè a ̸= b � êàê ðàç òî, êîòîðîå ìû ïîëó÷èëè ðàíüøå èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.
Èòàê, ìû ëèíåàðèçîâàëè âûñøèå ãàìèëüòîíîâû ïîòîêè ñèñòåìû ÊÌ è ïîëó÷èëè
ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ íèõ.

Ñàìîäóàëüíîñòü. Ðàöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà ÊÌ îáëàäàåò èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì ñà-
ìîäóàëüíîñòè. Ïðåîáðàçîâàíèå äóàëüíîñòè ïåðåâîäèò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðè-
öû Ëàêñà (ïåðåìåííûå òèïà äåéñòâèÿ) â êîîðäèíàòû äóàëüíîé ñèñòåìû, ïîýòîìó ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå èíîãäà íàçûâàåòñÿ äóàëüíîñòüþ äåéñòâèå-êîîðäèíàòà.

Ïóñòü U � ìàòðèöà, äèàãîíàëèçóþùàÿ ìàòðèöó Ëàêñà, ò.å.

L = UL̃U−1, L̃ = diag(λ1, . . . , λN).

Îíà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó. Ìû
çàôèêñèðóåì ýòó ñâîáîäó, íàëîæèâ óñëîâèå

Ue = e.

Ïîëîæèì òåïåðü
X̃ = U−1XU,

ãäå òåïåðü X̃ � óæå íå îáÿçàòåëüíî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ñîîòíîøåíèå

[X,L] = g(I − E)

ïåðåõîäèò ïðè ýòîì â [X̃, L̃] = g(I − E), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

X̃ij = ξiδij +
g(1− δij)

λi − λj

ñ íåêîòîðûìè ξi. Ïåðåìåííûå (ξi, λi) íàçûâàþòñÿ äóàëüíûìè ïåðåìåííûìè, à ïðåîá-
ðàçîâàíèå

(pi, xi) → (ξi, λi)

ïðåîáðàçîâàíèåì äóàëüíîñòè. Ìû âèäèì, ÷òî ìàòðèöà X̃ â äóàëüíûõ ïåðåìåííûõ
èìååò òàêîé æå âèä, êàê ìàòðèöà Ëàêñà â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðî λi îáû÷íî
ãîâîðÿò êàê ïðî äóàëüíûå êîîðäèíàòû, à ïðî ξi � êàê ïðî äóàëüíûå èìïóëüñû. Íèæå
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ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå äóàëüíîñòè êàíîíè÷åñêîå1, òàê ÷òî ãàìèëüòîíèàíû
H̃k = trX̃k çàäàþò äèíàìèêó â äóàëüíûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ â ñèëó òîãî, ÷òî X̃
èìååò òîò æå âèä, ÷òî è ìàòðèöà Ëàêñà â èñõîäíîé ñèñòåìå, èäåíòè÷íà (â äóàëüíûõ
ïåðåìåííûõ) äèíàìèêå ÊÌ. Ýòî è îçíà÷àåò ñàìîäóàëüíîñòü ñèñòåìû.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå äóàëüíîñòè êàíîíè÷åñêîå.
Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû ÊÌ èìååò âèä

Ω =
∑
i

dpi ∧ dxi = tr(dX ∧ dL).

Ðàññìîòðèì ôîðìó
Ω̃ =

∑
i

dξi ∧ dλi = tr(dX̃ ∧ dL̃)

è äîêàæåì, ÷òî Ω̃ = Ω, ÷òî è îçíà÷àåò êàíîíè÷íîñòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì áóäåò
íóæíà ïðîñòàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà, êîòîðóþ ìû ñôîðìóëèðóåì â âèäå çàäà÷è.

Çàäà÷à. Ïóñòü X,Y � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ðàçìåðà, à X̃ =
UXU−1, Ỹ = UY U−1. Òîãäà

tr(dX̃ ∧ dỸ ) = tr(dX ∧ dY )− dtr([X,Y ]U−1dU).

Ýòî òîæäåñòâî äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, êîòîðîå ìû íå áóäåì çäåñü ïðè-
âîäèòü è îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. Â íàøåì ñëó÷àå X̃ = U−1XU , L̃ = U−1LU (â óñëîâèè
çàäà÷è íàäî çàìåíèòü U → U−1), è òîæäåñòâî äàåò

Ω̃ = tr(dX̃ ∧ dL̃) = tr(dX ∧ dL)− dtr([X,L]UdU−1)

= Ω− g dtr((I − E)UdU−1)

= Ω− g dtr(UdU−1) + Ωg dtr(eeTUdU−1).

Âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíû íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, âòîðîé ÷ëåí
ðàâåí gtr(dUU−1∧dUU−1) = 0, à òðåòèé ðàâåí íóëþ â ñèëó óñëîâèÿ Ue = e. Ïîýòîìó
Ω̃ = Ω, è ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêîå.

1Â ëèòåðàòóðå ïðåîáðàçîâàíèå äóàëüíîñòè îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ àíòèêàíîíè÷åñêèì, íî íàøè äó-

àëüíûå èìïóëüñû âçÿòû ñî çíàêîì ìèíóñ, òàê ÷òî ó íàñ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò êàíîíè÷åñêèì.
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