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План доклада №1, "Гамильтонова редукция: примеры".

Темы: Ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèìåðû ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé: êîêàñàòåëüíîå
ðàññëîåíèå ê ìíîãîîáðàçèþ è îðáèòà êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè. Ãàìèëüòîíîâû âåê-
òîðíûå ïîëÿ, ïðèìåðû èõ âû÷èñëåíèÿ.

Â äîêëàäå ðàññêàçûâàåòñÿ î ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ è êîíñòðóêöèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ íèìè.
Öåëü äîêëàäà � ââåñòè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òàêèå êàê ñèìïëåêòè÷åñêèå
ìíîãîîáðàçèÿ (ñ ïðèìåðàìè), ñèìïëåêòè÷åñêèå è ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïîëÿ, ñêîáêà Ïóàññîíà è
ò.ä.
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1 Симплектические многообразия

Определение 1.1. Симплектическим многообразием íàçûâàåòñÿ ïàðà (𝑀2𝑛, 𝜔), ãäå𝑀2𝑛 � ãëàäêîå
2n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå, 𝜔 � çàìêíóòàÿ íåâûðîæäåííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà
íà 𝑀2𝑛.

Íàéäåì óñëîâèå çàìêíóòîñòè 2-ôîðìû â êîîðäèíàòàõ:

𝛼 =
∑︁
𝑖,𝑗

𝐴𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 (1.1)

𝑑𝛼 = 𝑑(𝐴𝑖𝑗𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗) =
∑︁
𝑖,𝑗,𝑘

𝜕𝐴𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘

𝑑𝑥𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 = 0 (1.2)

Îòêóäà ñëåäóåò óñëîâèå

𝜕𝐴𝑖𝑗
𝜕𝑥𝑘

+
𝜕𝐴𝑘𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝐴𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 𝜕𝐴𝑗𝑖
𝜕𝑥𝑘

− 𝜕𝐴𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝐴𝑘𝑗
𝜕𝑥𝑖

= 0 (1.3)

Ãäå 𝑖 ̸= 𝑗 ̸= 𝑘. Ïðîâåðêà ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè 𝐴𝑖𝑗 ≡ 𝐶𝑖𝑗 ∈ R, èëè åñëè dim𝑀 = 2.
Äëÿ ïðîâåðêè íåâûðîæäåííîñòè ôîðìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå èç ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé:

1. 𝜔 íåâûðîæäåíà, åñëè ìàòðèöà ýòîé ôîðìû â êîîðäèíàòàõ íåâûðîæäåíà

2. 𝜔(𝑋, 𝑌 ) = 0 ∀𝑌 → 𝑋 = 0.

3. Îòîáðàæåíèå �̃� : 𝑇𝑝𝑀 −→ 𝑇 *
𝑝𝑀 , (�̃�(𝑋))(𝑌 ) = 𝜔(𝑋, 𝑌 ) - èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Определение 1.2. Äèôôåîìîðôèçì 𝜓 : 𝑀 −→𝑀 íàçûâàåòñÿ симплектоморфизмом, åñëè 𝜓*(𝜔) =
𝜔.

Замечание: ∀𝑝 ∈ 𝑀 (𝑇𝑝𝑀,𝜔𝑝) � ñèìïëåêòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé àíòèñèììåòðè÷íîé ôîðìîé. Èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî,
÷òî 𝜔 ìîæåò áûòü íåâûðîæäåíà òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà dim𝑀 ÷åòíî. Òàêèì îáðàçîì, ñèìïëåêòè÷å-
ñêèå ìíîãîîáðàçèÿ âñåãäà ÷åòíîìåðíû.

*Замечание: ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ îáëàäàþò êàíîíè÷åñêîé îðèåíòàöèåé (íà íåîðèåíòè-
ðóåìûõ ìíîãîîáðàçèÿõ íåëüçÿ ââåñòè ñòðóêòóðó ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ) 𝜔𝑛 � îðèåíòèðó-
þùàÿ ôîðìà.

Примеры:

1) (R2𝑛, 𝜔), 𝜔 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑑𝑝𝑖 ∧ 𝑑𝑞𝑖, îáîçíà÷åíèå äëÿ êîîðäèíàò (𝑝1...𝑝𝑛, 𝑞1...𝑞𝑛). Â ñèëó ïîñòîÿíñòâà êîîðäè-

íàòíûõ ôóíêöèé ýòîé ôîðìû 𝑑𝜔 = 0. Ìàòðèöà ýòîé ôîðìû â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:(︂
0 𝐸𝑛
−𝐸𝑛 0

)︂
(1.4)

Íåâûðîæäåíà, ïîýòîìó (R2𝑛, 𝜔) - ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ñèìïëåêòè-
÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ëîêàëüíî ñèìïëåêòîìîðôíû äàííîìó ïîäõîäÿùåé ðàçìåðíîñòè.

2) (T2𝑛, 𝜔), 𝜔 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑑𝜃𝑖 ∧ 𝑑𝜓𝑖, 𝜃, 𝜓 - óãëîâûå êîîðäèíàòû. Â ñèëó 𝑑(𝜃 + 𝐶1) ∧ 𝑑(𝜓 + 𝐶2) = 𝑑𝜃 ∧ 𝑑𝜓

ýòà ôîðìà êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà âñå òîðå. Ëîêàëüíî âñå óñòðîåíî êàê â ïðèìåðå 1, (T2𝑛, 𝜔) - ñèì-
ïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.

3) Äâóìåðíîå îðèåíòèðóåìîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ôîðìîé îáú¼ìà, (𝑀2, 𝑔), 𝜔 = 𝑉 𝑜𝑙𝑔. Äåéñòâè-
òåëüíî, 𝑔 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (à ñëåäîâàòåëüíî, íåâûðîæäåííàÿ).
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𝑑𝑔 = 0, ò.ê. dim𝑀 = 2. Ïðèìåðîì ìîæåò ïîñëóæèòü äâóìåðíàÿ åäèíè÷íàÿ ñôåðà ñ ôîðìîé îáúåìà
sin 𝜃 𝑑𝜙 ∧ 𝑑𝜃.

4)* (S2𝑛, 𝜔), 𝑛 > 1 íå îáëàäàþò ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (ïðèìåð ÷åòíîìåðíîãî îðèåíòèðóåìîãî
ìíîãîîáðàçèÿ, íà êîòîðîì íåëüçÿ ââåñòè ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó)

Для интересующихся: 𝐻2
𝐷𝑅(𝑆2𝑛) = 0 ïðè 𝑛 > 1. Ïóñòü ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñóùåñòâó-

åò, òîãäà 𝜔 = 𝑑𝛼 - òî÷íàÿ ôîðìà. Òîãäà è 𝜔𝑛 � òî÷íàÿ ôîðìà. Òîãäà ïî ôîðìóëå Ñòîêñà∫︁
𝑀

𝜔𝑛 =

∫︁
𝑀

𝑑𝛼 = 0 (1.5)

Â òî æå âðåìÿ 𝜔𝑛 � ôîðìà îáúåìà, ò.å.
∫︀
𝑀

𝜔𝑛 ̸= 0.

Теорема 1.1. (Äàðáó) Ëþáîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî ñèìïëåêòîìîðôíî íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ èç ïðèìåðà 1) ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè.

Замечание: òåîðåìà Äàðáó ãîâîðèò, ÷òî åäèíñòâåííûé ëîêàëüíûé èíâàðèàíò ñèìïëåêòè÷åñêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ � åãî ðàçìåðíîñòü (â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ãäå ñóùåñòâóåò
ïîíÿòèå òåíçîðà êðèâèçíû). Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáûå äâà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿ ëîêàëüíî
ñèìïëåêòîìîðôíû.

1.1 Каноническая симплектическая структура кокасательного расслоения

Ïóñòü 𝑋 � 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, 𝑇 *𝑋 = 𝑀 � åãî êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. Íà 𝑀 ìîæíî ââåñòè
ñòðóêòóðó ìíîãîîáðàçèÿ, ðàññìàòðèâàÿ êàðòû âèäà (𝑄,𝑃 ) = (𝑞1...𝑞𝑛, 𝑝1...𝑝𝑛), ãäå 𝑄 � êîîðäèíàòíàÿ

îêðåñòíîñòü 𝑋, 𝑝 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑑𝑞
𝑖)𝑥 � ýëåìåíò êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑇 *𝑋𝑥. Ðàññìîòðèì çàäàííóþ

â òàêîé êàðòå 2-ôîðìó

𝜃 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑑𝑞𝑖 (1.6)

Ïóñòü åñòü äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ êàðòû (𝑄,𝑃 ) è (�̃�, 𝑃 ), íà èõ ïåðåñå÷åíèè:

𝛼 = 𝑝𝑖𝑑𝑞𝑖 =
𝜕𝑞𝑙
𝜕𝑞𝑖

𝑝𝑙
𝜕𝑞𝑖
𝜕𝑞𝑗

𝑑𝑞𝑗 = 𝛿𝑙𝑗𝑝𝑙𝑑𝑞𝑗 = 𝑝𝑗𝑑𝑞𝑗 (1.7)

Èñïîëüçóÿ çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ:

𝑑𝑞𝑖 =
𝜕𝑞𝑖
𝜕𝑞𝑗

𝑑𝑞𝑗 (1.8)

𝑝𝑖 =
𝜕𝑞𝑙
𝜕𝑞𝑖

𝑝𝑙 (1.9)

Òàêèì îáðàçîì 𝛼 êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà âñåì 𝑀 . Êàíîíè÷åñêàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà êî-
êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝜔 = 𝑑𝜃. Â ñèëó 𝑑2 = 0, 𝜔 çàìêíóòà, êîîðäèíàòíûå âûðàæåíèÿ àíàëîãè÷íû
Ïðèìåðó 1. Òàêèì îáðàçîì, (𝑀,𝜔) � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Íà ñàìîì äåëå â Ïðèìåðå 1 ìû
ðàññìîòðåëè êàíîíè÷åñêóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ R𝑛.
Ìîæíî ïîïðîáîâàòü îïðåäåëèòü 𝜔 áåñêîîðäèíàòíî.

Определение 1.3. Ïóñòü 𝑋 � 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, 𝑇 *𝑋 = 𝑀 � åãî êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå,
𝜋 : 𝑀 −→ 𝑋 � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ, 𝜋(𝑞, 𝑝) = 𝑞. Ïóñòü 𝑑𝜋𝑥 � ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ 𝜋 â òî÷êå
𝑥 = (𝑞, 𝑝) (ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝑑𝜋𝑥 : 𝑇𝑥𝑀 −→ 𝑇𝑞𝑋), 𝑑𝜋*

𝑥 : 𝑇 *
𝑞𝑋 −→ 𝑇 *

𝑥𝑀 � ñîïðÿæåííîå îòîáðàæåíèå.
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Определение 1.4. îïðåäåëèì ïîòî÷å÷íî форму Лиувилля на 𝑀 :

𝜃𝑥 = (𝑑𝜋𝑥)
*𝑝 (1.10)

Èíûìè ñëîâàìè
𝜃𝑥(𝑢) = (𝑑𝜋𝑥)

*𝑝(𝑢) = 𝑝(𝑑𝜋𝑥(𝑢))

Êàíîíè÷åñêàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝜔 = 𝑑𝜃. Â êîîðäèíàòàõ
ïîëó÷èì òî æå ñàìîå:

𝛼 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑑𝑞𝑖 (1.11)

𝜔 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑𝑝𝑖 ∧ 𝑑𝑞𝑖 (1.12)

Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà åñòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî â ãàìèëü-
òîíîâîé ìåõàíèêå. Íà ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ:

{𝑓, 𝑔} = 𝜔−1(𝑑𝑓, 𝑑𝑔) (1.13)

Ýòà îïåðàöèÿ êîñîñèììåòðè÷íà, áèëèíåéíà è óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè. Îíà ïîëåçíà ïðè ïî-
èñêå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ïîíèçèòü ïîðÿäîê
ñèñòåìû óðàâíåíèé. Â äàëüíåéøåì ìû áîëåå ïîäðîáíî èçó÷èì ñâîéñòâà ñêîáêè Ïóàññîíà.

1.2 Инвариантая симплектическая структура коприсоединенных орбит дей-

ствия группы Ли

Определение 1.5. представление группы Ли � ïàðà (𝑉, 𝜓), 𝑉 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, 𝜓 : 𝐺 −→
𝐺𝐿(𝑉 ) � ãîìîìîðôèçì (ãëàäêèé). Òàêèì îáðàçîì, ýòî äåéñòâèå ãðóïïû Ëè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè íà 𝑉 , êîòîðîå ãëàäêî çàâèñèò îò ýëåìåíòà ãðóïïû.

Определение 1.6. Ïóñòü 𝜓𝑔 : 𝐺 −→ 𝐺, 𝜓𝑔(ℎ) = 𝑔ℎ𝑔−1. Ñîïîñòàâèì 𝜓𝑔 ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
𝐴𝑑𝑔 : g −→ g, 𝐴𝑑𝑔 = 𝑑(𝜓𝑔)𝑖𝑑. Îòîáðàæåíèå 𝐴𝑑 : 𝐺 −→ 𝐺𝐿(g), 𝐴𝑑(𝑔) = 𝐴𝑑𝑔 íàçûâàåòñÿ присоединен-

ным представлением ãðóïïû Ëè 𝐺.

Определение 1.7. îòîáðàæåíèå 𝑎𝑑 : g −→ 𝐸𝑛𝑑(g), çàäàííîå ôîðìóëîé 𝑎𝑑𝑋(𝑌 ) = [𝑋, 𝑌 ] íàçûâàåòñÿ
ïðèñîåäèíåííûì ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè.

Определение 1.8. çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà 𝐺𝐿(𝑛,C) íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé ãðóïïîé Ëè.

Пример: ïîñìîòðèì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðè÷íîé ãðóïïû Ëè
𝐺. Êàæäîìó ýëåìåíòó àëãåáðû Ëè 𝐴 ∈ g ñîîòâåòñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà exp(𝑡𝐴).
×òîáû óçíàòü îáðàç 𝐴 ïðè 𝐴𝑑𝑋 ∈ 𝐺𝐿(g) äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü êàêîìó ýëåìåíòó àëãåáðû ñîîòâåòñâóåò
îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà:

𝑋 exp(𝑡𝐴)𝑋−1 = exp(𝑋𝐴𝑋−1) (1.14)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðè÷íîé ãðóïïû Ëè 𝐴𝑑 : 𝐺 −→ 𝐺𝐿(g) çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé 𝐴𝑑𝑋(𝑌 ) = 𝑋𝑌𝑋−1.

Äîêàæåì äëÿ ìàòðè÷íûõ ãðóïï Ëè íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé :

1) 𝑎𝑑 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ 𝐴𝑑. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü

𝐴𝑑exp(𝑡𝑋)𝑌 = exp(𝑡𝑋)𝑌 exp(−𝑡𝑋). (1.15)



Âåñåííÿÿ øêîëà ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå 2020 Äîêëàä �1

2) 𝐴𝑑(exp(𝑡𝑋)) = exp(𝑡𝑎𝑑𝑋) (ñëåäóåò 1 èç èç âèäà íåïðåðûâíûõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï)

3) 𝑎𝑑[𝑋,𝑌 ] = [𝑎𝑑𝑋 , 𝑎𝑑𝑌 ] (ðàñêðûâ ýòî âûðàæåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü òîæäåñòâî ßêîáè)

4) [𝐴𝑑𝑍𝑋,𝐴𝑑𝑍𝑌 ] = 𝐴𝑑𝑍([𝑋, 𝑌 ]) (ëåãêî ïîëó÷èòü, ðàñêðûâ ïî îïðåäåëåíèþ)

5) 𝑎𝑑𝑋([𝑌, 𝑍]) = [𝑎𝑑𝑋(𝑌 ), 𝑍]+[𝑌, 𝑎𝑑𝑋(𝑍)] (ðàñêðûâ ýòî âûðàæåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü òîæäåñòâî ßêîáè)

Примеры вычисления присоединенных представлений:

Âû÷èñëèì ïðèñîåäèííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè 𝑆𝐿(2,R). Ýòî òðåõìåðíàÿ ãðóïïà Ëè, åå àëãåáðà
Ëè � ìàòðèöû 2× 2 ñ íóëåâûì ñëåäîì. Áàçèñ àëãåáðû:

𝑋1 =

(︂
0 1
0 0

)︂
𝑋2 =

(︂
0 0
1 0

)︂
𝑋3 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
Ïóñòü 𝑔 ∈ 𝑆𝐿(2,R), ïðè÷åì:

𝑔 =

(︂
𝑦1 𝑦2
𝑦3 𝑦4

)︂
, 𝑦1𝑦4 − 𝑦2𝑦3 = 1 (1.16)

Òîãäà äåéñòâèå 𝐴𝑑𝑔 íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ:

𝐴𝑑𝑔(𝑋1) =

(︂
−𝑦1𝑦3 𝑦211
−𝑦23 𝑦1𝑦3

)︂
𝐴𝑑𝑔(𝑋2) =

(︂
𝑥2𝑥4 −𝑥22
𝑥24 −𝑥2𝑥4

)︂
𝐴𝑑𝑔(𝑋3) =

(︂
𝑦1𝑦4 + 𝑦2𝑦3 −2𝑦2𝑦2

2𝑦3𝑦4 −𝑦1𝑦4 − 𝑦2𝑦3

)︂
(1.17)

Òîãäà â âûáðàííîì áàçèñå

𝐴𝑑𝑔 =

⎛⎝ 𝑦21 −𝑦22 −2𝑦1𝑦2
−𝑦23 𝑦24 2𝑦3𝑦4
−𝑦2𝑦3 𝑦2𝑦4 𝑦1𝑦4 + 𝑦2𝑦3

⎞⎠ (1.18)

Èññëåäóåì ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû 𝑆𝑈2. Ãåíåðàòîðû àëãåáðû su2 � ìàòðèöû Ïàóëè:

𝜎1 =

(︂
0 1
1 0

)︂
𝜎2 =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
𝜎3 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
(1.19)

Ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[𝜎𝑘, 𝜎𝑚] = 2𝑖𝜀𝑘𝑚𝑙𝜎𝑙 (1.20)

Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå
𝐴𝑑 : 𝑆𝑈(2) −→ 𝐺𝐿(su2) (1.21)

Çàäàåòñÿ ôîðìóëîé 𝐴𝑑𝑋𝑌 = 𝑋𝑌𝑋−1. Îòîæäåñòâèì su2 ñ R3:

𝑥𝜎1 + 𝑦𝜎2 + 𝑧𝜎3 −→ (𝑥, 𝑦, 𝑧) (1.22)

Çàìåòèì, ÷òî

det(𝑥𝜎1 + 𝑦𝜎2 + 𝑧𝜎3) = det

(︂
𝑧 𝑥− 𝑖𝑦

𝑥+ 𝑖𝑦 −𝑧

)︂
= −(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)

Òàêèì îáðàçîì 𝑆𝑈2 äåéñòâóåò íà R3 ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè äëèíû âåêòîðîâ:

det(𝑋𝑌𝑋−1) = det(𝑋𝑋−1) det𝑌 = det𝑌 (1.23)

ßâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â âûáðàííîì áàçèñå:

𝑋 =

(︂
𝑥1 𝑥2
−�̄�2 �̄�1

)︂
𝑥1, 𝑥2 ∈ C 𝑥1�̄�1 + 𝑥2�̄�2 = 1
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𝐴𝑑𝑋 =

⎛⎝ 𝑅𝑒(𝑥21 − 𝑥22) 𝑅𝑒(−𝑖𝑥21 − 𝑖𝑥22) −2𝑅𝑒(𝑥1𝑥2)
−𝐼𝑚(𝑥21 − 𝑥22) 𝐼𝑚(𝑖𝑥21 + 𝑖𝑥22) 2𝐼𝑚(𝑥1𝑥2)
𝑥2�̄�1 + 𝑥1�̄�1 𝑖𝑥2�̄�1 − 𝑖𝑥1�̄�2 𝑥1�̄�1 − 𝑥2𝑥2

⎞⎠
Òàêèì îáðàçîì, 𝐴𝑑 åñòü íåïðåðûâíûé (äàæå ãëàäêèé) ãîìîìîðôèçì, ó÷èòûâàÿ ñâÿçíîñòü 𝑆𝑈2 (òî-
ïîëîãè÷åñêè ýòî òðåõìåðíàÿ ñôåðà), ïîëó÷àåì, ÷òî:

𝐴𝑑 : 𝑆𝑈2 −→ 𝑆𝑂(3)

Èç ÿâíîãî êîîðäèíàòíîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî íàéòè ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ:

|𝑥1|2 + |𝑥2|2 = 1 (1.24)

|𝑥1|2 − |𝑥2|2 = 1 (1.25)

Ñëåäîâàòåëüíî 𝑥2 = 0, |𝑥1| = 0. Äàëåå:
𝑅𝑒(𝑥21) = 1 (1.26)

Îòêóäà ñëåäóåò 𝑥1 = ±1. Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî ãîìîìîðôèçìà 𝐴𝑑 � ±𝐸.
Ïîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü ýòîãî ãîìîìîðôèçìà. Â ñèëó äèñêðåòíîñòè ÿäðà ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðà-
æåíèå àëãåáð Ëè (ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû):

𝑎𝑑 : su2 −→ so3

ßâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì. Òàê êàê ðàçìåðíîñòè äàíííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàþò, òî ýòî
èçîìîðôèçì. Â ñèëó òîãî, ÷òî 𝑆𝑂(3) êîìïàêòíà, îíà ïîðîæäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì îòîáðàæåíè-
åì, à çíà÷èò, â ñèëó 𝐴𝑑(exp(𝑡𝑋)) = exp(𝑡𝑎𝑑(𝑋)) ãîìîìîðôèçì ñþðüåêòèâåí.
Â èòîãå êàæäîìó ýëåìåíòó 𝑆𝑂(3) ñîîòâåòñòâóåò 2 ýëåìåíòà 𝑆𝑈2, ÿâëÿþùèõñÿ äèàìåòðàëüíî ïðîòè-
âîïîëîæíûìè òî÷êàìè òðåõìåðíîé ñôåðû. Òîãäà 𝐴𝑑 åñòü äâóëèñòíîå íàêðûòèå.

Ñ ïðèñîåäèíåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ñâÿçàíî òàêæå êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå:

Определение 1.9. Ïóñòü 𝛼 ∈ g*, ñîïîñòàâèì ýëåìåíòó ãðóïïû 𝑔 ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝐴𝑑*𝑔 : g* −→
g* ïî ïðàâèëó:

⟨𝐴𝑑*𝑔(𝛼), 𝜂⟩ = ⟨𝛼,𝐴𝑑𝑔−1𝜂⟩ (1.27)

ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå 𝐴𝑑* : 𝐺 −→ 𝐺𝐿(g*) íàçûâàåòñÿ коприсоединённым представлением группы

Ли.

Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò èìåííî 𝑔−1 äëÿ òîãî ÷òîáû 𝐴𝑑* áûë ãîìîìîðôèçìîì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì
êîïðèñîåäèíí¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå g* 𝑎𝑑* : g* −→ 𝐸𝑛𝑑(g*)

⟨𝑎𝑑*(𝜉)𝛼, 𝜂⟩ = −⟨𝛼, [𝜉, 𝜂]⟩ (1.28)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî 𝑎𝑑* åñòü ïðîèçâîäíàÿ 𝐴𝑑*. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå 𝑎𝑑*(𝜉) = 𝜉*

Определение 1.10. çàìåòèì, ÷òî ïðèñîåäèíåííîå è êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëè 𝐺
ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèÿìè ýòîé ãðóïïû íà g è g* ñîîòâåòñòâåííî. Îðáèòû äåéñòâèÿ 𝐴𝑑* : 𝐺 −→ 𝐺𝐿(g*)
íàçûâàþòñÿ коприсоединенными орбитами. Êîïðèñîåäèíåííàÿ îðáèòà ýëåìåíòà 𝛼 ∈ g* åñòü 𝐴𝑑𝐺𝛼 =
𝐺𝛼 = 𝒪𝛼.

Пример: íàéä¼ì êîïðèñîåäèíåííûå îðáèòû ãðóïïû Ëè 𝑆𝑂(3). Àëãåáðà Ëè so3 ñîñòîèò èç âñåç êî-
ñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö 3× 3, so3 ∼= (R3, [·, ·]):⎛⎝ 0 −𝑎3 𝑎2

𝑎3 0 −𝑎1
−𝑎2 𝑎1 0

⎞⎠ −→ a = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) |𝑎| =
√︁
𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 (1.29)
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Îòîæäåñòâèì g è g* ñ R3.
Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå 𝐴𝑑 äåéñòâóåò íà g âðàùåíèÿìè, 𝐴𝑑𝑋𝑌 = 𝑋𝑌𝑋−1. Äëÿ êîïðèñîåäè-
íåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â êîîðäèíàòàõ:

(𝐴𝑑*𝑔𝜉)
𝑇𝑋 = 𝜉𝐴𝑑𝑔−1𝑋 (1.30)

Îòêóäà
𝐴𝑑*𝑔 = (𝐴𝑑𝑔−1)𝑇 = −𝐴𝑑𝑔−1 (1.31)

Òàêèì îáðàçîì, êîïðèñîåäèíåííûå îðáèòû � äâóìåðíûå ñôåðû â R3. Ôàêòè÷åñêè â ýòîì ïðèìåðå
îðáèòû ïðèñîåäèíåííîãî è êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîâïàëè, ãðóïïà 𝑆𝑂(3) äåéñòâóåò âðà-
ùåíèÿìè íà ñâîåé àëãåáðå.

Ïîðàáîòàåì ñ êîïðèñîåäèíåííûìè îðáèòàìè íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì îðáèòó ýëåìåíòà 𝛼.
Ðàçîáüåì ðàññóæäåíèÿ íà øàãè:

1. Èç òåîðèè ãðóïï èçâåñòíî, ÷òî ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà 𝛼 åñòü ïîäãðóïïà 𝐺. Â äàííîì ñëó÷àå
𝑆𝑡𝑎𝑏(𝛼) = 𝜓−1(𝛼), 𝜓 : 𝐺 −→ g* 𝜓(𝑔) = 𝐴𝑑*𝑔𝛼 � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, ò.å. 𝑆𝑡𝑎𝑏(𝛼) � çàìêíóòàÿ
ïîäãðóïïà.

2. Çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà 𝐻 ãðóïïû Ëè 𝐺 ÿâëÿåòñÿ åå ïîäãðóïïîé Ëè1

3. Ëåâûå ñìåæíûå êëàññû 𝐺/𝐻 ìîæíî íàäåëèòü ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ2 òàê, ÷òî
îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè 𝜋 : 𝐺 −→ 𝐺/𝐻 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ñóáìåðñèåé, ïðè÷åì dim𝐺/𝐻 = 𝑑𝑖𝑚𝐺−
𝑑𝑖𝑚𝐻, ker(𝑑𝜋)𝑒 = h.

4. Èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçì 𝐺/𝑆𝑡𝑎𝑏(𝛼) ∼= 𝐺𝛼, 𝑔𝑆𝑡𝑎𝑏(𝛼) −→ 𝑔𝛼 ìîæíî ïåðåíåñòè ãëàäêóþ ñòðóêòóðó
íà îðáèòó, ïðåâðàòèâ åå â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå

Èòàê, ìû íàäåëèëè êîïðèñîåäèíåííóþ îðáèòó 𝒪𝛼 ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Âûÿñíèì êàê
óñòðîåíî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê 𝑂𝛼. Â ñèëó òîãî, ÷òî 𝑂𝛼 ⊂ g*, 𝑇𝛽𝑂𝛼 ⊂ g*. Ðàññìîòðèì 𝜓 :
𝐺 −→ 𝒪𝛼 𝑔 −→ 𝑔𝛼. Íàéäåì îáðàç êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ïðè äàííîì
îòîáðàæåíèè:

𝑑

𝑑𝑡
𝐴𝑑*exp(𝑡𝜉)𝛼 = 𝑎𝑑*𝜉𝛼 (1.32)

Çàìåòèì, ÷òî dim𝑂𝛼 = dim𝐺 − dim𝐻, â òî âðåìÿ êàê dim 𝑎𝑑*𝑔𝛼 = dim g − dim h = dim𝐺 − dim𝐻.
Òàêèì îáðàçîì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â êàæäîé òî÷êå îðáèòû ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè
èç g êàê 𝑎𝑑*𝑔𝛼. Ýòèì ïðåäñòàâëåíèå ìû áóäåì â äàëüíåéøåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ.

Замечание Ãðóïïà Ëè äåéñòâóåò íà êîïðèñîåäèíåííûõ îðáèòàõ 𝑔0 : 𝒪𝛼 −→ 𝒪𝛼, 𝜔𝑔0(𝑔𝛼) = (𝑔0𝑔)𝛼.

Íàøà êîíå÷íàÿ öåëü � ââåñòè íà êîïðèñîåäèíåííûõ îðáèòàõ ãðóïïû Ëè 𝑔-èíâàðèàíòíóþ ñèìïëåêòè-
÷åñêóþ ñòðóêòóðó (ò.å., ÷òîáû 𝑔0 áûëî ñèìïëåêòîìîðôèçìîì). Ìû èññëåäîâàëè óñòðîéñòâî êàñàòåëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ê îðáèòå, òåïåðü çàäàäèì íåêîòîðóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ 2 ôîðìó. Ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïðîâåðèì, ÷òî îíà çàìêíóòàÿ, íåâûðîæäåííàÿ è 𝑔-èíâàðèàíòíàÿ, ïðåâðàòèâ 𝑂𝛼 â ñèìïëåêòè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå.

Определение 1.11. Ðàññìîòðèì 2-ôîðìó íà 𝒪𝛼, 𝜔𝛼(𝜉*, 𝜂*) = ⟨𝛼, [𝜉, 𝜂]⟩. Ýòà ôîðìà íàçûâàåòñÿ ôîð-
ìîé Êîñòàíòà-Êèðèëëîâà. Â ñèëó òîãî, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â êàæäîé òî÷êå îðáèòû ïîðîæ-
äàåòñÿ ýëåìåíòàìè èç g â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå, ýòî êîððåêòíî îïðåäåëåííàÿ ãëàäêàÿ 2-ôîðìà íà
𝒪𝛼

1очень нетривиальное утверждение, для матричных групп Ли было доказано Джоном фон Нейманом в 1929, для
общего случая Эли Картаном в 1930

2Подробности можно посмотреть в [3]. Обратите внимание, что стабилизатор, вообще говоря, не является нормаль-
ной подгруппой.
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Äàëåå áóêâà 𝑔 îáîçíà÷àåò óìíîæåíèå âñåé ãðóïïû íà ýëåìåíò 𝑔 (äëÿ îðáèòû ñîîòâåòñòâåííî íà 𝐴𝑑*𝑔𝛼),
𝑔* ïðèìåíåííàÿ ê âåêòîðó åñòü ïðÿìîé îáðàç âåêòîðà ïðè îòîáðàæåíèè 𝑔, ïðèìåííåííàÿ ê ôîðìå
åñòü îáðàòíûé îáðàç (pullback) ïðè îòîáðàæåíèè 𝑔−1. Äàëåå 𝜉, 𝜂 ∈ g, 𝜉*, 𝜂* ∈ g*, 𝜉* = 𝑎𝑑*𝜉𝛼, 𝜂* = 𝑎𝑑*𝜂𝛼.

G-инвариантность:

(𝑔*𝜔)𝛼(𝜉*, 𝜂*) = 𝜔(𝛼)𝐴𝑑*(𝑔)−1𝛼(𝑔−1
* 𝜉*, 𝑔

−1
* 𝜂*) = 𝜔(𝛼)𝐴𝑑*(𝑔)−1𝛼((𝐴𝑑(𝑔)−1𝜉)*, (𝐴𝑑(𝑔)−1𝜂)*) = (1.33)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ñâîéñòâî ýêâèâàðèàíòíîñòè 𝑔*𝜉* = (𝐴𝑑(𝑔)𝜉)*, èç 𝑔-ýêâèâàðèàíòíîñòè ñîïî-
ñòàâëåíèÿ 𝐺 −→ 𝐺𝛼 (äîñòàòî÷íî â êîììóòàòèâíîé äèàãðàìå ïåðåéäè ê ïðîèçâîäíîé).

= ⟨𝐴𝑑*(𝑔)−1𝛼, [𝐴𝑑(𝑔)−1𝜉, 𝐴𝑑(𝑔)−1𝜂]⟩ = ⟨𝐴𝑑*(𝑔)−1𝛼,𝐴𝑑(𝑔)−1[𝜉, 𝜂]⟩ = ⟨𝛼, [𝜉, 𝜂]⟩ = 𝜔𝛼(𝜉*, 𝜂*) (1.34)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè óïîìÿíóòûé ôàêò [𝐴𝑑(𝑔)𝜉, 𝐴𝑑(𝑔)𝜂] = 𝐴𝑑(𝑔)[𝜉, 𝜂] Ôàêòè÷åñêè 𝑔 � èíâàðèàíò-
íîñòü îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü ñòðóêòóðû ñèìïëåêòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà 𝒪𝛼 îò âûáîðà ýëåìåíòà
îðáèòû 𝛼.

Невырожденность: èç ôîðìóëû äëÿ êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 𝜔𝛼(𝜉*, 𝜂*) = 0
∀𝜂* ∈ 𝑇𝛼𝒪 ⇔ 𝜉* = 0.
Äåéñòâèòåëüíî,

𝜔𝛼(𝜉*, 𝜂*) = ⟨𝛼, [𝜉, 𝜂]⟩ = −𝑎𝑑*𝜉𝛼(𝜂) = 0 ∀𝜂 =⇒ 𝑎𝑑*𝜉𝛼 = 0 = 𝜉* (1.35)

Теорема 1.2. Ïóñòü 𝜔 � 2-ôîðìà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 , 𝑋, 𝑌 , 𝑍 - âåêòîðíûå ïîëÿ íà 𝑀 ,
òàêèå ÷òî 𝐿𝑋𝜔 = 𝐿𝑌 𝜔 = 𝐿𝑍𝜔 = 0. Òîãäà âûïîëíåíî:

𝐿𝑋(𝜔(𝑌, 𝑍)) + 𝐿𝑌 (𝜔(𝑍,𝑋)) + 𝐿𝑍(𝜔(𝑋, 𝑌 )) = 2(𝜔([𝑋, 𝑌 ], 𝑍) + 𝜔([𝑌, 𝑍], 𝑋) + 𝜔([𝑍,𝑋], 𝑌 )) (1.36)

Доказательство: ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà Ëåéáíèöà ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó:

𝐿𝑋(𝜔(𝑌, 𝑍)) = (𝐿𝑋𝜔)(𝑌, 𝑍)) + 𝜔(𝐿𝑋𝑌, 𝑍) + 𝜔(𝐿𝑋𝑌, 𝑍) (1.37)

è óñëîâèÿ 𝐿𝑋𝜔 = 𝐿𝑌 𝜔 = 𝐿𝑍𝜔 = 0.

Замкнутость: ïîñêîëüêó êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê êàæäîé òî÷êå îðáèòû ïîðîæäàåòñÿ ïîëÿìè
𝑎𝑑*(g)𝛼, òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèå 𝑑𝜔(𝑋*, 𝑌*, 𝑍*) = 0 ∀𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ g.

𝑑𝜔(𝑋*, 𝑌*, 𝑍*) = 𝑖𝑋*𝑖𝑌*𝑖𝑍*𝑑𝜔 = −𝑖𝑋*𝑖𝑌*𝑑𝑖𝑍*𝜔 = 𝑖𝑋*𝑑𝑖𝑌*𝑖𝑍*𝜔 = 𝐿𝑋*(𝜔(𝑌*, 𝑍*)) (1.38)

𝑑𝜔(𝑋*, 𝑌*, 𝑍*) = 𝑑𝜔(𝑌*, 𝑍*, 𝑋*) = 𝑑𝜔(𝑍*, 𝑋*, 𝑌*) (1.39)

3𝑑𝜔(𝑋*, 𝑌*, 𝑍*) = 𝐿𝑋*(𝜔(𝑌*, 𝑍*)) + 𝐿𝑌*(𝜔(𝑍*, 𝑋*)) + 𝐿𝑍*(𝜔(𝑋*, 𝑌*)) = (1.40)

= 2(𝜔([𝑋*, 𝑌*], 𝑍*) + 𝜔([𝑌*, 𝑍*], 𝑋*) + 𝜔([𝑍*, 𝑋*], 𝑌*)) (1.41)

Îñòàëîñü ïîêàçàòü
𝜔([𝑋*, 𝑌*], 𝑍*) + 𝜔([𝑌*, 𝑍*], 𝑋*) + 𝜔([𝑍*, 𝑋*], 𝑌*) = 0 (1.42)

Èñïîëüçóåì äëÿ êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

[𝑋*, 𝑌*] = [𝑋, 𝑌 ]* (1.43)

Èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ôîðìû 𝜔:

⟨𝛼, [[𝑋*, 𝑌*], 𝑍*]⟩+ ⟨𝛼, [[𝑌*, 𝑍*], 𝑋*]⟩+ ⟨𝛼, [[𝑍*, 𝑋*], 𝑌*]⟩ = (1.44)
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= ⟨𝛼, [[𝑋*, 𝑌*], 𝑍*] + [[𝑌*, 𝑍*], 𝑋*] + [[𝑍*, 𝑋*], 𝑌*]⟩ = (1.45)

⟨𝛼, ([[𝑋, 𝑌 ], 𝑍] + [[𝑌, 𝑍], 𝑋] + [[𝑍,𝑋], 𝑌 ])*⟩ = 0 (1.46)

èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî ßêîáè.

Ïîëíàÿ ïðîâåðêà ôîðìû 𝜔 îêàçàëàñü äîñòàòî÷íî íåïðîñòîé. Ìû îïðåäåëèëè 2-ôîðìó 𝜔 íà êîïðèñî-
åäèíåííîé îðáèòå ãðóïïû Ëè 𝐺, ïðîâåðèëè, ÷òî 𝜔 êîððåêòíî îïðåäåëåíà, íåâûðîæäåíà è çàìêíóòà.
Òàêèì îáðàçîì, (𝒪, 𝜔𝛼) � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.

2 Векторные поля на симплектических многообразиях

Гамильтоновы и симплектические векторные поля

Теорема 2.1. ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîãîîáðàçèè çàäàåò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ðàñ-
ñëîåíèé 𝜃 : 𝑇𝑀 −→ 𝑇 *𝑀 , 𝜃(𝑝, 𝑢) = (𝑝, 𝜔(𝑢, ·)) â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè 𝜔.

Åñëè åñòü âåêòîðíîå ïîëå 𝑋, òî åìó ìîæíî ñîïîñòàâèòü 1-ôîðìó 𝑖𝑋𝜔. Åñëè æå åñòü 1-ôîðìà 𝛼, òî
åé ìîæíî ñîïîñòàâèòü âåêòîðíîå ïîëå 𝑌 òàê, ÷òîáû 𝑖𝑌 𝜔 = 𝛼. Òàêîå âåêòîðíîå ïîëå íàéäåòñÿ â ñèëó
íåâûðîæäåííîñòè 𝜔 (â êîîðäèíàòàõ ýòî áóäåò âûãëÿäåòü òàê: íàäî ðàçëîæèòü ñòðîêó êîîðäèíàò 𝛼
ïî ñòðîêàì ìàòðèöû 𝜔).

Теорема 2.2. Âåêòîðíîå ïîëå𝑋 íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó 𝐿𝑋𝜔 = 0. Ó÷èòûâàÿ çàìêíóòîñòü 𝜔 è ôîðìóëó Êàðòàíà, ïîëó÷àåì 𝑑𝑖𝑋𝜔 = 0.

Теорема 2.3. Ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ìîæíî ñîïîñòàâèòü ãëàä-
êîå âåêòîðíîå ïîëå 𝑖𝑋𝐻

𝜔(𝑌 ) = 𝑑𝐻(𝑌 ). Òàêèå âåêòîðíûå ïîëÿ 𝑋𝐻 íàçûâàþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè.

Лемма 2.1. Ëþáîå ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñèìëåêòè÷åñêèì

Пример: ïðèâåäåì ïðèìåð ñèìïëåêòè÷åñêîãî, íî íå ãàìèëüòîíîâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíóþ êàðòó íà òîðå 𝜙, 𝜓, ãäå 𝜙 ∈ [0, 2𝜋), 𝜓 ∈ [0, 2𝜋). Ïóñòü â ýòîé êàðòå çàäàíà
ñèìëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà 𝑑𝜙∧𝑑𝜓. Ýòà ôîðìà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ 𝑑(𝜙+𝛼)∧𝑑(𝜓+𝛽) =
𝑑𝜙∧𝑑𝜓, íåâûðîæäåíà è çàìêíóòà, ïîýòîìó ýòó ôîðìó ìîæíî êîððåêòíî ïðîäîëæèòü íà âåñü òîð, òà-
êèì îáðàçîì (T2, 𝜔) � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà óñëîâèå ñèìïëåêòè÷íîñòè ìîæíî çàïè-
ñàòü êàê 𝐿𝑋𝜔 = 0. Ïóñòü çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå íà òîðå 𝑎1(𝜙, 𝜓)𝜕𝜙+𝑎2(𝜙, 𝜓)𝜕𝜓, ãäå 𝑎1(𝜙, 𝜓), 𝑎2(𝜙, 𝜓) �
ãëàäêèå 2𝜋-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè íà îòðåçêå [0, 2𝜋]. Ïî ôîðìóëå Êàðòàíà c ó÷åòîì çàìêíóòîñòè
𝜔:

𝐿𝑋𝜔 = 𝑖𝑋𝑑𝜔 + 𝑑𝑖𝑋𝜔 = 𝑑𝑖𝑋𝜔 = 𝑑((𝑖𝑋𝑑𝜙) ∧ 𝑑𝜓 − 𝑑𝜙 ∧ 𝑖𝑋(𝑑𝜓)) = 𝑑(𝑎1(𝜙, 𝜓))𝑑𝜓 − 𝑎2(𝜙, 𝜓))𝑑𝜙) = (2.1)

𝜕𝑎1
𝜕𝜙

𝑑𝜙 ∧ 𝑑𝜓 +
𝜕𝑎2
𝜕𝜓

𝑑𝜙 ∧ 𝑑𝜓 = 0 (2.2)

Òàêèì îáðàçîì:
𝜕𝑎1
𝜕𝜙

= −𝜕𝑎2
𝜕𝜓

(2.3)

Â òî æå âðåìÿ ýòî ïîëå íå äîëæíî áûòü ãàìèëüòîíîâûì, ò.å. !∃ ãëàäêîé ôóíêöèè 𝐻 íà òîðå, óäîâëå-
òâîðÿþùåé óñëîâèÿì:

𝜕𝐻

𝜕𝜓
= 𝑎1(𝜙, 𝜓) (2.4)
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𝜕𝐻

𝜕𝜙
= −𝑎2(𝜙, 𝜓) (2.5)

Äðóãèìè ñëîâàìè ôîðìà 𝑎1(𝜙, 𝜓)𝑑𝜓 − 𝑎2(𝜙, 𝜓)𝑑𝜙 äîëæíà áûòü çàìêíóòîé, íî íå áûòü òî÷íîé. Ïî-
ïðîáóåì ïîäîáðàòü òàêèå ôóíêöèè 𝑎1 è 𝑎2.
Ðàññìîòðèì 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 0. Çàìêíóòîñòü ôîðìû ñëåäóåò èç ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëà 𝑑2 = 0, äîïó-
ñòèì, ÷òî îíà òî÷íà, òîãäà åå èíòåãðàë ïî ëþáîé ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé äîëæåí áûòü ðàâåí 0.
Îäíàêî èíòåãðàë ýòîé ôîðìû ïî îêðóæíîñòè (𝜓 ∈ [0, 2𝜋) + òî÷êà) ðàâåí:

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜓 = 2𝜋 ̸= 0 (2.6)

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíîå ïîëå 𝜕𝜙 ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì.

Утверждение: ñâÿçü ñèìïëåêòè÷åñêèõ è ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ òî÷íûìè è çàìêíóòû-
ìè ôîðìàìè íà ìíîãîîáðàçèè, ñ êîãîìîëîãèÿìè äå Ðàìà.
Â.ï. ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷íûì⇔ 𝑖𝑋(𝜔) � çàìêíóòàÿ ôîðìà. Â.ï. ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì⇔ 𝑖𝑋(𝜔) �
òî÷íàÿ ôîðìà. Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè 𝜔 èìååòñÿ ñîîòâåòñòâèå:

{òî÷íûå ôîðìû íà 𝑀} ←→ {ãàìèëüòîíîâû â.ï. íà 𝑀} (2.7)

{çàìêíóòûå ôîðìû íà 𝑀} ←→ {ñèìïëåêòè÷åñêèå â.ï. íà 𝑀} (2.8)

Òàêèì îáðàçîì èìååòñÿ èçîìîðôèçì 𝑆𝑦𝑚𝑝(𝑀)/𝐻𝑎𝑚(𝑀) ∼= 𝐻1
𝐷𝑅.

Напоминание: Âåêòîðíîå ïîëå 𝑋 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà àëãåáðå
ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè, ò.å. ÿâëÿåòñÿ R-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì𝑋 : 𝐶∞(𝑀) −→ 𝐶∞(𝑀),
óäîâëåòâîðÿþùèì ïðàâèëó Ëåéáíèöà

Определение 2.1. ñêîáêà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé [𝑋, 𝑌 ] = 𝑋𝑌 − 𝑌 𝑋

Замечание: 𝑋𝑌 íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì (äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû 𝐶∞(𝑀)).

Лемма 2.2. ñêîáêà Ëè ñèìïëåêòè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé - ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå

Доказательство:

𝑖[𝑋,𝑌 ]𝜔 = 𝑖𝐿𝑋𝑌 𝜔 = 𝐿𝑋𝑖𝑌 𝜔 − 𝑖𝑌𝐿𝑋𝜔 = 𝐿𝑋𝑖𝑌 𝜔 = 𝑖𝑋𝑑𝑖𝑌 𝜔 + 𝑑𝑖𝑋𝑖𝑌 𝜔 = 𝑑𝑖𝑋𝑖𝑌 𝜔 == −𝑑(𝜔(𝑋, 𝑌 )) (2.9)

Â ñèëó ñèìïëåêòè÷íîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé 𝐿𝑋𝜔 = 0, 𝐿𝑌 𝜔 = 0
Следствие: (𝐻𝑎𝑚(𝑀), [·, ·]) ⊂ (𝑆𝑦𝑚𝑝(𝑀), [·, ·]) ⊂ (𝑉 𝑒𝑐𝑡(𝑀), [·, ·])

Пример вычисления гамильтоновых векторных полей

Ñëó÷àé êîïðèñîåäèíåííûõ îðáèò
Ó íàñ åñòü ãðóïïà Ëè 𝐺, äåéñòâóþùàÿ íà ñâîåé àëãåáðå Ëè g ïðèñîåäèíåííûì 𝐴𝑑 ïðåäñòàâëåíèåì,
íà äâîéñòâåííîì g* � êîïðèñîåäèíåííûì 𝐴𝑑*. Ìû ââåëè ôîðìó Êîñòàíòà-Êèðèëëîâà íà êîïðèñî-
åäèíåííûõ îðáèòàõ 𝒪 = 𝐴𝑑*(g)𝛼 𝛼 ∈ g* ïî ôîðìóëå 𝜔𝛼(𝜉*, 𝜂*) = ⟨𝛼, [𝜉, 𝜂]⟩.
Êàæäîìó ýëåìåíòó 𝜉 ∈ g ñîîòâåòñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà g* � 𝐻𝜉(𝑢) = ⟨𝑢, 𝜉⟩.

Лемма 2.3. îòîáðàæåíèå 𝜉 −→ 𝐻𝜉, g −→ 𝐶∞(𝒪) 𝐺-ýêâèâàðèàíòíî.

Доказательство: 𝐺 äåéñòâóåò íà g êîïðèñîåäèíåííûì ïðåäñòàâëåíèåì, äåéñòâèå íà 𝐶∞(𝒪) ïî-
ðîæäåíî äåéñòâèåì íà îðáèòàõ.

𝑔*(𝐻𝜉(𝛼)) = 𝐻𝜉(𝐴𝑑
*(𝑔)−1𝛼) = ⟨𝐴𝑑*(𝑔)−1𝛼, 𝜉⟩ = ⟨𝛼,𝐴𝑑(𝑔)𝜉⟩ = 𝐻𝐴𝑑(𝑔)𝜉 (2.10)

Следствие: äèôôåðåíöèðóÿ exp(𝑡𝜂)*𝐻𝜉 = 𝐻𝐴𝑑(exp(𝑡𝜂))𝜉 ïðè 𝑡 = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî −𝑑𝐻𝜉(𝜂) = 𝐻[𝜂,𝜉].
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Лемма 2.4. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (𝑑𝐻𝜉)
# = 𝜉*

Доказательство: íåîáõîäèìî ïîêàçàòü 𝜔(𝜉*, 𝜂*) = 𝑑𝐻𝜉(𝜂*). Ïî îïðåäåëåíèþ 𝜔(𝜉*, 𝜂*) = 𝐻[𝜉,𝜂]. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû 𝐻[𝜉,𝜂] = 𝑑𝐻𝜉(𝜂*). Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíîâî ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè 𝐻𝜉

åñòü 𝜉*.

3 Скобка Пуассона и связь с теоретической механикой

Определение 3.1. ñêîáêîé Ïóàññîíà äâóõ ãëàäêèõ ôóíêöèé 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀) íàçûâàåòñÿ:

{𝑓, 𝑔} = 𝜔(𝑋𝑓 , 𝑋𝑔) (3.1)

Ñâîéñòâà ñêîáêè Ïóàññîíà:
1) {𝑓, 𝑔} = −{𝑔, 𝑓} (êîñîñèììåòðè÷íîñòü)
2) áèëèíåéíîñòü
3) {{𝑓, 𝑔}, ℎ}+ {{ℎ, 𝑓}, 𝑔}+ {{𝑔, ℎ}, 𝑓} - òîæäåñòâî ßêîáè
4) {𝑓, 𝑔ℎ} = {𝑓, 𝑔}ℎ+ 𝑔{𝑓, ℎ} òîæäåñòâî Ïóàññîíà.
Òàêèì îáðàçîì (𝐶∞(𝑀), {·, ·}) - àëãåáðà Ïóàññîíà.

Тождество Пуассона:

{𝑓, 𝑔ℎ} = 𝜔(𝑋𝑓 , 𝑋𝑔ℎ) = 𝜔(𝑋𝑓 , ℎ𝑋𝑔 + 𝑔𝑋ℎ) = {𝑓, 𝑔}ℎ+ 𝑔{𝑓, ℎ} (3.2)

𝑖𝑋𝑔ℎ
𝜔 = 𝑑(𝑔ℎ) = ℎ𝑑𝑔 + 𝑔𝑑ℎ = ℎ𝑖𝑋𝑔𝜔 + 𝑔𝑖𝑋ℎ

𝜔 (3.3)

Лемма 3.1. îòîáðàæåíèå 𝜓 : (𝐶∞(𝑀), {·, ·}) −→ (𝐻𝑎𝑚(𝑀), [·, ·]), 𝑓 −→ 𝑋𝑓 - àíòèãîìîìîðôèçì
àëãåáð Ëè, ò.å. 𝑋{𝑓,𝑔} = −[𝑋𝑓 , 𝑋𝑔].

Доказательство:

𝑖𝑋{𝑓,𝑔} = 𝑑{𝑓, 𝑔} = 𝑑(𝜔(𝑋𝑓 , 𝑋ℎ)) = −[𝑋𝑓 , 𝑋ℎ] (3.4)

Лемма 3.2. â êàíîíè÷åñêèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñêîáêà Ïóàññîíà çàïèñûâàåòñÿ:

{𝑓, 𝑔} =
𝜕𝑓

𝜕q

𝜕𝑔

𝜕p
− 𝜕𝑓

𝜕p

𝜕𝑔

𝜕q
(3.5)

Лемма 3.3. çàïèñü óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ÷åðåç ñêîáêó Ïóàññîíà
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà 𝐻 çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

(︂
q̇
ṗ

)︂
= 𝑋𝐻

(︂
q̇
ṗ

)︂
=

⎛⎝ 𝜕𝐻
𝜕p

−𝜕𝐻
𝜕q

⎞⎠ (3.6)

Ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ñêîáêó Ïóàññîíà 𝑔𝑖 = {𝑞𝑖, 𝐻}, 𝑝𝑖 = −{𝑝𝑖, 𝐻}

Лемма 3.4. êðèòåðèé èíòåãðàëà äâèæåíèÿ {𝑓,𝐻} = 0

𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)) = {𝑓,𝐻} (3.7)

Определение 3.2. äâà èíòåãðàëà äâèæåíèÿ 𝑓, 𝑔 íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè {𝑓, 𝑔} = 0

Отсылка к линейной алгебре: ñêîëüêî ìîæåò áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîììóòèðóþùèõ èí-
òåãðàëîâ äâèæåíèÿ ó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû? (𝑛, dim𝑀 = 2𝑛)

Определение 3.3. ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ 𝑛 íåçàâèñèìûìè èíòåãðàëàìè â èíâîëþöèè íàçûâàåòñÿ
èíòåãðèðóåìîé (ïî Ëèóâèëëþ)
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