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1 Бозон-фермионное соответствие
Теорема 1. (Изоморфизм пространств Фока). Соответствие

Φ : ℱ → C[𝑧, 𝑧−1, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ], |𝑢⟩ ↦→ Φ(|𝑢⟩) =
∑︁

𝑙∈Z
𝑧𝑙⟨𝑙|𝑒𝐻(𝑥)|𝑢⟩, (1)

является изоморфизмом векторных пространств, и

Φ(𝐻𝑛|𝑢⟩) =

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑛
Φ(|𝑢⟩), если 𝑛 > 0,

−𝑛𝑥−𝑛Φ(|𝑢⟩), если 𝑛 < 0.
(2)

2 Производящая функция двумерных диаграмм Юнга, вычисле-
ние характера пространства Фока, тождество тройного произ-
ведения Якоби

Количество разбиений числа 𝑛 на слагаемые равно количеству двумерных диаграмм Юнга из 𝑛 клеток.
Их производящую функцию легко найти из простых наблюдений за коэффициентами:

Предложение.

𝑃 (𝑞) =

∞∏︁

𝑗=1

(1 − 𝑞𝑗)−1 =

∞∏︁

𝑗=1

(1 + 𝑞𝑗 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑗 + . . . ) (3)

Доказательство. Действительно, чтобы набрать 𝑞𝑛 из правой части, надо рассмотреть все представления
𝑛 в виде 𝑛 = 𝑘1 + 2𝑘2 + 3𝑘3 + . . . , где 𝑘𝑖 — целые неотрицательные числа. Такие представления числа 𝑛
находятся в биекции с обычными разбиениями 𝑛 на слагаемые. Для этого обозначим 𝑚𝑖 = 𝑘𝑖 + 𝑘𝑖+1 + ...,
тогда 𝑛 = 𝑚1 +𝑚2 +𝑚3 + . . . и 𝑚1 ≥ 𝑚2 ≥ 𝑚2 ≥ . . . .

Определение. Определим характер пространства Фока как производящую функцию размерностей про-
странств ℱ (𝑑)

𝑙 (𝑙 — заряд, 𝑑 — энергия)

𝑐ℎℱ =
∑︁

𝑙∈Z

∑︁

𝑑≥𝑙2/2

𝑑𝑖𝑚(ℱ (𝑑)
𝑙 )𝑡𝑙𝑞𝑑 (4)

Предложение.
𝑐ℎℱ =

∏︁

𝑗>0
𝑗∈Z+1/2

(1 + 𝑡𝑞𝑗)(1 + 𝑡−1𝑞𝑗) (5)

Доказательство. После выбора естественного базиса 𝑒 ясно, что это производящая функция имеет вид:∑︀
𝑒
𝑡𝑙(𝑒)𝑞𝑑(𝑒), где 𝑙(𝑒) и 𝑑(𝑒) — заряд и энергия соответственно. Каждый базисный элемент можно записать

как некоторые операторы рождения, применённые к вакуумному состоянию. Остаётся заметить, что при
𝑗 > 0 фермион 𝜓−𝑗 добавляет 1 к заряду и 𝑗 к энергии, а 𝜓*

𝑗 добавляет −1 к заряду и 𝑗 к энергии.

1



Посчитаем характер бозонного пространства Фока, используя построенный изоморфизм.

Прообраз элемента 𝑧𝑙𝑥𝑘1
1 𝑥

𝑘2
2 . . . имеет заряд 𝑙 и энергию 𝑙2/2 +

∞∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗 · 𝑗. Действительно, это верно для

𝑧𝑙 (его прообразом является |𝑙⟩), а оператор 𝐻𝑛 имеет заряд 0 и энергию −𝑛.
Так,

𝑐ℎℱ =
∑︁

𝑙∈Z
𝑡𝑙

∑︁

мономы 𝑥𝑘1
1 𝑥

𝑘2
2 . . .

𝑞
𝑙2/2+

∞∑︀
𝑗=1

𝑘𝑗 ·𝑗
=
∑︁

𝑙∈Z
𝑡𝑙𝑞𝑙

2/2
∞∏︁

𝑗=1

(1 − 𝑞𝑗)−1. (6)

Приравняв посчитанные двумя способами характеры, получаем:
∏︁

𝑗>0
𝑗∈Z+1/2

(1 + 𝑡𝑞𝑗)(1 + 𝑡−1𝑞𝑗)(1 − 𝑞𝑗) =
∑︁

𝑙∈Z
𝑡𝑙𝑞𝑙

2/2. (7)

Заменой 𝑡 на 𝑡𝑞1/2 получается

Теорема 2. Тройное тождество Якоби.

∞∏︁

𝑗=1

(1 + 𝑡𝑞𝑗)(1 + 𝑡−1𝑞𝑗−1)(1 − 𝑞𝑗) =
∑︁

𝑙∈Z
𝑡𝑙𝑞𝑙(𝑙+1)/2 (8)

Приведём другое доказательство этого тождества.

Доказательство. Тождество тройного произведения вывести из следующего соответствия (которое нам
понадобится и после): сопоставим каждой двумерной диаграмме Юнга фермионное состояние

|𝜇⟩ =

𝑑∏︁

𝑗=1

𝜓*
−𝑎𝑖

𝜓−𝑏𝑖 |0⟩,

где

𝑎𝑖 = 𝜇𝑖 − 𝑖+
1

2
, 𝑏𝑖 = 𝜇𝑡

𝑖 − 𝑖+
1

2
,

то есть есть 𝑎𝑖 и 𝑏𝑖 — это площадь срезанного столбика над и под диагональю соответственно, а 𝑑 —
количество клеток, которые разрезает диагональ.

Это сопоставление задаёт биекцию между диаграммами Юнга и диаграммами Майя с нулевым заря-
дом, причём количество клеток в диаграмме Юнга отвечает энергии соответствующей диаграммы Майя
(со знаком минус).

Тогда

∑︁

𝑙∈Z
𝑡𝑙𝑞𝑙

2/2
∞∏︁

𝑗=1

(1 − 𝑞𝑗)−1 =
∑︁

𝑙∈Z

∑︁

диаграммы Майя с зарядом 0

𝑡𝑙𝑞𝑙
2/2𝑞(-энергия диаграммы), (9)

∏︁

𝑗>0
𝑗∈Z+1/2

(1 + 𝑡𝑞𝑗)(1 + 𝑡−1𝑞𝑗) =

∞∑︁

𝑟=0

𝑡𝑟
∞∑︁

𝑠=0

𝑡−𝑠
∑︁

0<𝑖1≤···≤𝑖𝑟

𝑞𝑖1+···+𝑖𝑟
∑︁

0<𝑗1≤···≤𝑗𝑠

𝑞𝑗1+···+𝑗𝑠 =

=
∑︁

диаграммы Майя с зарядом 𝑙 = 𝑟 − 𝑠

𝑡𝑙𝑞(-энергия диаграммы). (10)

Равенство правых частей выражений (9) и (10) следует из того, что есть биекция из множества диа-
грамм с нулевым зарядом в множество диаграмм с зарядом 𝑙, отнимающая от энергии каждого элемента
𝑙2/2. Эта биекция есть снос "нуля"на |𝑙| в соответствующую сторону. Так, мы доказали равенство левых
частей выражений (9) и (10), то есть (с точностью до замены 𝑡 на 𝑡𝑞1/2) нужное тождество.
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3 Вычисление производящей функции трехмерных диаграмм Юн-
га при помощи вертексных операторов

Определение. Плоское разбиение числа 𝑛 — это двумерный массив 𝜋𝑖,𝑗 с 𝑖, 𝑗 > 0 из целых неотрица-
тельных чисел, в сумме дающих 𝑛, такой что числа по строкам и столбцам не возрастают, то есть
𝜋𝑖,𝑗 ≥ 𝜋𝑖+1,𝑗 и 𝜋𝑖,𝑗 ≥ 𝜋𝑖,𝑗+1.

Если над плоским разбиением над каждой клеткой (𝑖, 𝑗) построить столбик из 𝜋𝑖,𝑗 кубиков, то получит-
ся трёхмерная диаграмма Юнга. Каждой трёхмерной диаграмме Юнга соответствует последовательность
двумерных диаграмм {𝜇(𝑡)}, которые получаются разрезанием диаграммы вдоль диагональных плоско-
стей 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑡.

Мы говорим, что двумерные диаграммы Юнга 𝜇 и 𝜈 перемежаются (обозначение: 𝜇 ≻ 𝜈), если 𝜇1 ≥
𝜈1 ≥ 𝜇2 ≥ 𝜈2 ≥ . . . . Нетрудно видеть, что последовательность {𝜇(𝑡)} действительно может быть получена
из трехмерной диаграммы Юнга описанным способом тогда и только тогда, когда 𝜇(𝑡) ≺ 𝜇(𝑡+ 1), 𝑡 < 0 и
𝜇(𝑡) ≻ 𝜇(𝑡+ 1), 𝑡 ≥ 0 (см Рис. 1).

We start by cutting the 3d partition into diagonal slices by planes x2−x1 =
t, see Figure 3. This operation makes a 3d partition a sequence {µ(t)} of

ordinary partitions indexed by an integer variable t. Conversely, given a

sequence {µ(t)}, it can be assembled in a 3d partition provided it satisfies

the following interlacing condition. We say that two partitions µ and ν

interlace, and write µ ≻ ν if

µ1 ≥ ν1 ≥ µ2 ≥ ν2 ≥ . . . .

It is easy to see that a sequence of slices {µ(t)} of a 3d partition satisfies

µ(t) ≺ µ(t+ 1) , t < 0 ,

and the reverse relation for t ≥ 0.

Figure 3: A 3d partition and its diagonal slices

There is a well-known map from partitions to states in the NS sector of

complex fermionic oscillator. Let ai and bi be the areas of pieces one gets by

slicing a 2d partition first diagonally and then horizontally (resp. vertically)

above and the below the diagonal, respectively. Formally,

ai = µi − i+
1

2
, bi = µt

i − i+
1

2
,

where i ranges from 1 to the number of squares on the diagonal of µ. In math-

ematical literature, these coordinates on partitions are known as (modified)

Frobenius coordinates. The fermionic state associated to µ is

|µ〉 =
d∏

j=1

ψ∗
ai
ψbi |0〉

9

Рис. 1:

Введём половины вертексных операторов

𝛤+(𝑧) = 𝑒𝑥𝑝
∑︁

𝑛>0

𝑧−𝑛𝐻𝑛

𝑛
(11)

𝛤−(𝑧) = 𝑒𝑥𝑝
∑︁

𝑛>0

𝑧𝑛𝐻−𝑛

𝑛
(12)

Лемма 1.
𝛤−(1)|𝜇⟩ =

∑︁

𝜈≻𝜇

|𝜈⟩ (13)

𝛤+(1)|𝜇⟩ =
∑︁

𝜈≺𝜇

|𝜈⟩ (14)

Доказательство. В предыдущем докладе были доказано, что вертексные операторы действуют на базисе
следующим образом:

𝛤−(𝑧)|𝜇⟩ =
∑︁

𝜈≻𝜇

𝑧|𝜈−𝜇||𝜈⟩ (15)

𝛤+(𝑧)|𝜇⟩ =
∑︁

𝜈≺𝜇

𝑧−|𝜇−𝜈||𝜈⟩ (16)

При подстановке 𝑧 = 1 получаем нужное выражение.

Замечание. Это значит, что в некотором смысле 𝛤− и 𝛤+ являются операторами перехода переме-
жающихся диаграмм Юнга.
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Пусть 𝐿0 — оператор градуировки, то есть 𝑞𝐿0 |𝜇⟩ = 𝑞|𝜇||𝜇⟩, а 𝑍 — производящая функция трёхмерных
диаграмм Юнга, тогда, двигаясь с нулевой диаграммы к центру (с обеих сторон), можно написать:

𝑍 =

⟨(︃ ∞∏︁

𝑡=0

𝑞𝐿0𝛤+(1)

)︃
𝑞𝐿0

(︃ −1∏︁

𝑡=−∞
𝛤−(1)𝑞𝐿0

)︃⟩
. (17)

Предложение 1. Формулу (17) можно переписать в виде

𝑍 =

⟨∏︁

𝑛>0

𝛤+(𝑞−𝑛+ 1
2 )
∏︁

𝑛>0

𝛤−(𝑞𝑛−
1
2 )

⟩
. (18)

Доказательство. Для доказательство потребуется следующее коммутационное соотношение:

𝑞𝛼𝐿0𝛤±(1)𝑞−𝛼𝐿0 = 𝛤±(𝑞𝛼). (19)

Действительно, при помощи формул (15) и (16) нетрудно убедиться, что эти операторы одинаково дей-
ствуют на базисных элементах.

Тогда можно представить 𝑞𝐿0 в середине выражения (17) как 𝑞𝐿0/2 · 𝑞𝐿0/2 и разнести его в обе стороны
от середины к краям, пользуясь коммутационными соотношениями. Получим (18).

Предложение 2.
𝛤+(𝑢)𝛤−(𝑣) = (1 − 𝑣/𝑢)−1𝛤−(𝑣)𝛤+(𝑢) (20)

Доказательство. Так как [𝐻𝑛, 𝐻𝑚] = 𝑛𝛿𝑛+𝑚, имеем

𝑒𝑥𝑝(
𝑢−𝑛𝐻𝑛

𝑛
)𝑒𝑥𝑝(

𝑣𝑚𝐻−𝑚

𝑚
) = 𝑒𝑥𝑝(𝑛𝛿𝑛+𝑚

𝑢−𝑛

𝑛

𝑣𝑚

𝑚
)𝑒𝑥𝑝(

𝑣𝑚𝐻−𝑚

𝑚
)𝑒𝑥𝑝(

𝑢−𝑛𝐻𝑛

𝑛
).

Переставив по этому правилу компоненты 𝛤+ и 𝛤−, получим

𝛤+(𝑢)𝛤−(𝑣) = (𝑒𝑥𝑝
∑︁

𝑛>0

𝑢−𝑛𝐻𝑛

𝑛
)(𝑒𝑥𝑝

∑︁

𝑚>0

𝑣𝑚𝐻−𝑚

𝑚
) =

∏︁

𝑛>0

𝑒

(𝑣/𝑢)𝑛

𝑛 𝛤−(𝑣)𝛤+(𝑢) = (1 − 𝑣/𝑢)−1𝛤−(𝑣)𝛤+(𝑢).

(21)

Теорема 3. Формула МакМагона.

𝑍 =

∞∏︁

𝑗=1

(1 − 𝑞𝑗)−𝑗 = 1 + 𝑞 + 3𝑞2 + 6𝑞3 + ... (22)

Доказательство. Так как 𝛤+(𝑧)|0⟩ = |0⟩, а ⟨0|𝛤−(𝑧) = ⟨0|, переставляя 𝛤+ и 𝛤− по формуле (20), получим:

𝑍 =
∏︁

𝑛>0,𝑚>0

(1 − 𝑞𝑛+𝑚−1)−1 =

∞∏︁

𝑗=1

(1 − 𝑞𝑗)−𝑗 (23)
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