
Quantum

I. Ââåäåíèå

Ó íàñ íåò ëó÷øåãî ñðåäñòâà äëÿ îïèñàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ÷åì êâàí-

òîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ. Êâàíòîâîå ïîëå � ýòî àíñàìáëü áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà âçàè-

ìîäåéñòâóþùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Âîçáóæäåíèÿ ýòèõ îñöèëëÿ-

òîðîâ îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ÷àñòèöàìè. Îñîáàÿ ðîëü ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿ-

òîðîâ ñâÿçàíà ñ àääèòèâíîñòüþ èõ ñïåêòðà. Åñëè E1 è E2 � ýíåðãåòè÷åñêèå

óðîâíè, òî E1+E2 � òîæå ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü. Â òî÷íîñòè òàêèõ ñâîéñòâ

ìû îæèäàåì îò ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. ... Âñå ýòî î÷åíü â äóõå XIX ñòîëå-

òèÿ, êîãäà ëþäè ïûòàëèñü ñòðîèòü ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè âñåõ ÿâëåíèé. ß

íå âèæó â ýòîì íè÷åãî ïëîõîãî, ïîñêîëüêó ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ èäåÿ â

îïðåäåëåííîì ñìûñëå âåðíà. Ìóñîð ïðîøëîãî ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ñîêðîâè-

ùåì íàñòîÿùåãî (è íàîáîðîò). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû áóäåì ñìåëî ïðèáåãàòü

ê ðàçëè÷íûì àíàëîãèÿì ïðè îáñóæäåíèè íàøèõ îñíîâíûõ ïðîáëåì.

Àëåêñàíäð Ïîëÿêîâ

Êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ è ñòðóíû

II. Ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Âîïðîñû ê ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå:

• ñîñòîÿíèå ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, åå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé,

• íàáëþäàåìûå (èçìåðÿåìûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû) ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû,

• èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé â äàííîì ñîñòîÿíèè (ñîïîñòàâëåíèå ïàðå íàáëþäàåìàÿ -

ñîñòîÿíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà),

• íàáëþäàåìàÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó (îòëè÷àþùàÿ îäíó ôèçè÷å-

ñêóþ ñèñòåìó îò äðóãîé),

• äèíàìèêà ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû (îïðåäåëåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â áóäóùåì ïî

çàäàííîìó íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ).
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Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ (ãàìèëüòîíîâ ïîäõîä)

1. Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé � ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî (2s-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êî-

îðäèíàòàìè q1, . . . , qs; p1, . . . , ps, s - ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû), ñîñòîÿíèå � òî÷êà

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

2. Íàáëþäàåìûå � âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, çàäàííûå íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

O(q, p), ãäå q = {q1, . . . , qs}, p = {p1, . . . , ps}.

3. Èçìåðåííàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà � çíà÷åíèå ôóíêöèè O(q, p) â äàííîé òî÷êå

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

4. Êîíêðåòíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàäàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì H(q, p).

5. Äèíàìèêà îïðåäåëÿåòñÿ ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ: â ðàñøèðåííîì ôà-

çîâîì ïðîñòðàíñòâå (p, q, t) ðàññìîòðèì êðèâûå γ, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò íà s-

ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ (t = ti, q = qi) è (t = tf , q = qf ), òîãäà èñòèííàÿ

òðàåêòîðèÿ γ0 � ýêñòðåìàëü äåéñòâèÿ

S =

∫
γ

[pdq −H(q, p)dt].

Ñëåäñòâèå ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ � óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ Ãàìèëüòîíà

q̇ =
∂

∂q
H(q, p), ṗ = − ∂

∂p
H(q, p).

Ïðèìåðû ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì.

1. Ñâîáîäíàÿ íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà ñ ìàññîé m.

-0 r
m
x

H(x, p) =
1

2m
p2.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ẋ =
p

m
, ṗ = 0.

Äâèæåíèå âäîëü ïðÿìîé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

2. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð.
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

q̇ =
p

m
, ṗ = −mω2q.

Äâèæåíèå � ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

3. Çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå.
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6 6

rHHHj

~B-ìàãíèòíîå ïîëå

x

y
~x = (x, y)
e,m-çàðÿä, ìàññà ÷àñòèöû

H(x, y; px, py) =
1

2m
(px + eBy)2 +

1

2m
p2
y

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ẋ =
1

m
(px + eBy), ṗx = 0, ẏ =

1

m
py, ṗy = −eB

m
(px + eBy).

×àñòèöà ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ω =
eB

m
â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê

íàïðàâëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

4. Çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà â ïîëå íåïîäâèæíîãî êóëîíîâñêîãî öåíòðà.

ýíåðãèÿ E = 0

E > 0

E < 0

XXXXXXz rd+e
~x = (x, y)
−e,m-çàðÿä, ìàññà ÷àñòèöû

H(~x, ~p) =
1

2m
~p2 − e2

|~x|

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

~̇x =
~p

m
, ~̇p = − e

2

~x2

~x

|~x| .

×àñòèöà, â çàâèñèìîñòè îò åå ýíåðãèè, äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè ïî ýëëèïñó, ïàðàáîëå èëè

ãèïåðáîëå, ïðè÷åì îäèí èç ôîêóñîâ ýòèõ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé ñîâïàäàåò ñ ïîëîæåíèåì

íåïîäâèæíîãî êóëîíîâñêîãî öåíòðà.

5. Ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà.
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H( ~Q, ~P ) =

∫
V

dV
~E2 + ~B2

8π
=

1

2
(~P 2 + k2 ~Q2)

Ñòðóêòóðà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ýëåêòðè÷å-

ñêîå ïîëå ~E è ìàãíèòíîå ïîëå ~B íàïðàâëåíû ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ âîëíû ~n è äðóã ê äðóãó. Âåëè÷èíû ïîëåé îñöèëëèðóþò âäîëü íàïðàâëåíèÿ ~n,

÷òî è èçîáðàæåíî. Âûäåëèì ìûñëåííî â ïðîñòðàíñòâå ÿùèê îáúåìà V (êàê ïîêàçàíî íà

ðèñ.), äëèíà êîòîðîãî l êðàòíà ïåðèîäó ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû 2π/k(ïåðèîäè÷åñêèå

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ) ñ ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S. Ýòî è áóäåò èññëåäóåìîé ôè-

çè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Ïîëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

~E(t, x) = −
√

4π

V
(k ~Q(t) sin kx+ ~P (t) cos kx), ~B = [~n~E],

êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå ~Q, ~P ëåæàò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó ~n.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

~̇Q = ~P , ~̇P = −ω2 ~Q, ω2 = k2.

Â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà âåêòîð ~E ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ

ñ ÷àñòîòîé ω â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû,

åãî êîíåö îïèñûâàåò ýëëèïñ (ýëëèïñ ïîëÿðèçàöèè).

y

z
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~E(t)

~E(t, x) = <( ~E0e−iωt+ikx), ~E0-êîìïëåêñíèé âåêòîð, ~n ~E0 = 0

So: ñâîéñòâà ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ïëîñêîé âîëíû îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðîì ~E0 äâóìåðíîãî

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
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III. GEDANKEN ýñïåðèìåíòû: íàø ìèð � íå êëàññè÷åñêèé

Ýêñïåðèìåíò A. Ïðîõîæäåíèå ñâåòà (ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû) ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð.

Èäåàëüíûé ïîëÿðèçàòîð

6

-

~pl

~ptr

����6����6
~Eïðîøåäøèé

0 = ~E0
~Eïàäàþùèé

0 = ~E0

~Eîòðàæåííûé

0 = 0

-Iïàäàþùèé = I0

-Iïðîøåäøèé = I0

�I
îòðàæåííûé = 0

6
~pl

âèä ñïåðåäè âèä ñáîêó

6

-

~pl

~ptr

����-
����-

~Eïàäàþùèé
0 = ~E0

~Eïðîøåäøèé

0 = 0
~Eîòðàæåííûé

0 = ~E0

-Iïàäàþùèé = I0

-Iïðîøåäøèé = 0

�I
îòðàæåííûé = I0

6
~pl

Èäåàëüíûé ïîëÿðèçàòîð � ýòî ïðèáîð, äåìîíñòðèðóþùèé ñëåäóþùèå îïðåäåëÿþùèå

ñâîéñòâà:

a. ïðèáîð ïðåîáðàçóåò ýëåêòðîìàãíèòíîíîå èçëó÷åíèå, èìååò âûäåëåííóþ îñü ~pl �

îñü ïîëÿðèçàòîðà,

b. ñâåò, ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûé {ñâåò ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàí, åñëè åãî ýëëèïñ ïîëÿðèçàöèè

âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê} âäîëü îñè ïîëÿðèçàòîðà, ïðîõîäèò ÷åðåç ïîñëåäíèé, íå èç-

ìåíÿÿ ñâîèõ ñâîéñòâ,

c. ñâåò, ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûé ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ïîëÿðèçàòîðà, îòðàæàåòñÿ

îò ïîñëåäíåãî, íå èçìåíÿÿ ñâîèõ ñâîéñòâ.

Èíòåíñèâíîñòü ñâåòà (ñðåäíèé ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïîâåðõíîñòü â åäèíèöó

âðåìåíè) äëÿ ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

I =
1

8π
~E0
~̄E0.

Ðàññìîòðèì ïðîõîæäåíèå ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñ ïîëÿðèçà-

öèåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ

~E0 = E0(cosα ~pl + eiβ sinα ~ptr).
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Äëÿ ïîíèìàíèÿ òîãî, ÷òî ïðîèñõîäèò âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè, ñïðà-

âåäëèâûì â òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

6

-

~pl

~ptr

��
��
��*AAK

����-

~Eïàä
0 = ~E0

~Eïð

0 = E0 cosα ~pl

~Eîòð

0 = E0eiβ sinα ~ptr ����6
-Iïàä = I0

-Iïð = I0 cos2 α

�I
îòð = I0 sin2 α

6
~pl

So: ïðè ïàäåíèè ñâåòà èíòåíñèâíîñòè I0 ñ ïðîèçâîëüíîé ïîëÿðèçàöèåé ~E0 = E0(cosα ~pl+

eiβ sinα ~ptr) íà ïîëÿðèçàòîð, ïàäàþùèé ïó÷îê ñâåòà ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà ïó÷êà: ëèíåéíî

ïîëÿðèçîâàííûé âäîëü îñè ïîëÿðèçàòîðà ïðîøåäøèé ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð èíòåíñèâíîñòè

I0 cos2 α è ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûé ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ïîëÿðèçàòîðà îòðàæåííûé

îò ïîëÿðèçàòîðà èíòåíñèâíîñòè I0 sin2 α.

Ýêñïåðèìåíò B. Ôîòîýôôåêò.

a. ñóùíîñòü ýôôåêòà � âûëåò ýëåêòðîíîâ èç âåùåñòâà ïîä âîçäåéñòâèåì ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî èçëó÷åíèÿ

b. âåëè÷èíà ýíåðãèè ε âûðâàííîãî ýëåêòðîíà íå çàâèñèò îò èíòåíñèâíîcòè ïàäàþùå-

ãî ñâåòà I0, à çàâèñèò òîëüêî îò ÷àñòîòû ïîñëåäíåãî ω (ïîðîãîâàÿ çàâèñèìîñòü)

c. èíòåíñèâíîñòü ñâåòà ëèøü ôèêñèðóåò êîëè÷åñòâî âûðâàííûõ ýëåêòðîíîâ (ïðÿìî

ïðîïîðöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü)

r r r rr r rr r r b rU0

???

~E(t, x) = <( ~E0e−iωt+i~k~x)− ñâåò

ýëåêòðîí
ñ ýíåðãèåé
ε = ~ω − U0 > 0

ýëåêòðîíû âçàèìîäåñòâóþò ñ ôîòîíàìè

ýíåðãèÿ ôîòîíà εph = ~ω
èìïóëüñ ôîòîíà ~pph = ~~k

Îáúÿñíåíèå ýôôåêòà (A.Einstein): ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñâåòà ñ ýëåêòðîíàìè ýëåêòðî-

ìàãíèòíóþ âîëíó ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïîòîê ÷àñòèö � ôîòîíîâ, ýíåðãèÿ è èì-

ïóëüñ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòîòîé è âîëíîâûì âåêòîðîì ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû,

ïðè÷åì ïëîòíîñòü ïîòîêà ýòèõ ÷àñòèö {ïëîòíîñòü ïîòîêà � ÷èñëî ÷àñòèö, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

åäèíè÷íóþ ïîâåðõíîñòü â åäèíèöó âðåìåíè} ïðîïîöèîíàëüíà èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà ñâåòà.

Ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò A ñ òî÷êè çðåíèÿ îáúÿñíåíèÿ ýêñïåðèìåíòà B.
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- ìîæíî ëè êîíöåïöèþ ôîòîíîâ ïðèìåíèòü ê ýêñïåðèìåíòó î ïðîõîæäåíèè ñâåòà

÷åðåç ïîëÿðèçàòîð? Äà, ïîòîìó ÷òî ýòî � ýôôåêò âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèò-

íîé âîëíû ñ âåùåñòâîì.

- ìîæíî ëè ñâîéñòâî ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïðèïèñàòü åäèíè÷íî-

ìó ôîòîíó? Ìîæíî (a. ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûé ñâåò â ôîòîýôôåêòå âûðûâàåò

ýëåêòðîíû â âûäåëåííîì íàïðàâëåíèè, b. ôàêò ïðîõîæäåíèÿ ëèíåéíî ïîëÿðèçî-

âàííîãî âäîëü îñè ~pl ñâåòà ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð íå çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà

òàêîãî ñâåòà).

- îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôîòîí, ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûé âäîëü îñè ~pl ïðîõîäèò ÷å-

ðåç ïîëÿðèçàòîð, à ôîòîí ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûé âäîëü îñè ~ptr îòðàæàåòñÿ îò

ïîëÿðèçàòîðà.

- ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ïðîèçâîëüíî ïîëÿðèçîâàííûì ôîòîíîì ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ

ïîëÿðèçàòîðîì? Äèëëåìà:

� ôîòîí â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëÿðèçàòîðîì ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà �

ïðîøåäøèé è îòðàæåííûé, â ýòîì ñëó÷àå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè òðåáóåò,

÷òîáû ~ωïàä = ~ωïð+~ωîòð. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòû ïðîøåäøåé, îòðàæåííîé

è ïàäàþùåé âîëíû äîëæíû îòëè÷àòüñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòó.

� ôîòîí ëèáî ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð, ëèáî îòðàæàåòñÿ îò íåãî. Òàêèì

îáðàçîì, âîçíèêàåò ñòðîãàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ êàðòèíà, êîòîðàÿ ïðîòèâîðå÷èò

êëàññè÷åñêîé òåîðèè.

Ôèçèêè, êîãäà ïðèõîäèòüñÿ âûáèðàòü ìåæäó àðãóìåíòàìè òåîðåòè÷åñêèìè è ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûìè, âûáèðàþò ïîñëåäíèå (ïðàâäà, åñëè èõ ìíîãî è îíè óáåäèòåëüíûå).

Â êàêîì æå ìåñòå êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ âûäàåò error? Íà÷íåì ïðîâåðêó.

Ïóíêò ïåðâûé: Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé � ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî (2s-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ

êîîðäèíàòàìè q1, . . . , qs; p1, . . . , ps, s - ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû), ñîñòîÿíèå � òî÷êà ôàçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà.

Óòâåðæäåíèå êàæåòñÿ âïîëíå íåâèííûì. Îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå � ýòî âñåãî ëèøü çà-

äàòü ïàðó ÷èñåë (q, p) (äëÿ ïðîñòîòû s = 1). Íî äëÿ ôèçèêà çàäàòü çíà÷èò èçìåðèòü.

È çäåñü êðàéíå âàæíî, ÷òî íóæíî èçìåðèòü ïàðó âåëè÷èí. Äåëî â òîì, ÷òî ëþáîå èç-

ìåðåíèå âîçìóùàåò èññëåäóåìóþ ñèñòåìó, áîëåå òîãî, ïîâûøåíèå òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ
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äåëàåò ýòî âîçìóùåíèå áîëåå ñèëüíûì. Ïðè ýòîì ìîæåò âîçíèêíóòü ïðèíöèïèàëüíîå

ïðåïÿòñòâèå óâåëè÷åíèþ òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ âòîðîé âåëè÷èíû. Êàê ïîêàçàëè ìíîãî-

÷èñëåííûå Gedanken ýêñïåðèìåíòû, èìåííî òàêàÿ ñèòóàöèÿ è ðåàëèçóåòñÿ ïðè èçìå-

ðåíèè êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ (q, p) {×òîáû óâèäåòü ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â

ïîñòðàíñòâå íà íåå íóæíî ïîñìîòðåòü, òî åñòü ïðèíÿòü ðàññåÿííóþ íà ÷àñòèöå ýëåêòðîìàãíèòíóþ

âîëíó. Ïðè ýòîì ôîòîíû, ñòàëêèâàÿñü ñ ÷àñòèöåé, ïåðåäàþò åé èìïóëüñ è èìïóëüñ ÷àñòèöû ïðèîáðå-

òàåò íåêîòîðóþ íåîïðåäåëåííîñòü}. Òàê, ÷òî æå: ïðè èññëåäîâàíèè êîíêðåòíîé ôèçè÷åñêîé

ñèñòåìû âêëþ÷àòü â ðàññìîòðåíèå êîíêðåòíóþ ïðîöåäóðó èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âå-

ëè÷èí? Ê ñ÷àñòüþ, ½Ãîñïîäü Áîã èçîùðåí, íî íå çëîíàìåðåí�.

Íåîïðåäåëåííîñòè â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ∆q è ∆p (êâàä-

ðàòíûé êîðåíü èç äèñïåðñèè) äëÿ ëþáîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, â ëþáîì åå ñîñòîÿíèè,

â ëþáîì ïðîöåññå èçìåðåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè (ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííî-

ñòè,W.Heisenberg)

∆q ·∆p > ~
2

IV. Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé òåîðèè

Ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé òåîðèè, îïèðàÿñü íà ýêñ-

ïåðèìåíò ïî ïðîõîæäåíèþ ñâåòà ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà íóæíî ïðèãîòîâèòü èññëåäóåìîå ñîñòîÿíèå (ôîòîíû

ñ îïðåäåëåííîé ïîëÿðèçàöèåé). Îáîçíà÷èì ýòî ñîñòîÿíèå (ïðèãîòîâëåííîå ñîñòîÿíèå)

êàê |in〉 (êåò-ñîñòîÿíèå, P.A.M.Dirac). Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïîëÿðè-

çàòîðà (èçìåðåííîå ñîñòîÿíèå) îáîçíà÷èì 〈f | (áðà-ñîñòîÿíèå). Òàê êàê èçìåðåííîå ñî-
ñòîÿíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèãîòîâëåííîå äëÿ äðóãîãî ýêñïåðèìåíòà, à ïðîöåññ

ïðèãîòîâëåíèÿ êàê ýêñïåðèìåíò, òî ìåæäó êåò- è áðà-ñîñòîÿíèÿìè ìîæíî óñòàíîâèòü

âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå |φ〉 ⇐⇒ 〈φ|.
×òî ìû çíàåì äîñòîâåðíî? Åñëè ïðèãîòîâëåííîå ñîñòîÿíèå � ôîòîí ñ ëèíåéíîé ïîëÿðè-

çàöèåé âäîëü îñè ïîëÿðèçàòîðà |+〉, òî îí ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð è åãî èçìåðåííîå
ñîñòîÿíèå òàêîå æå 〈+|. Àíàëîãè÷íî äëÿ ôîòîíà ñ ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèåé, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé îñè ïîëÿðèçàòîðà, îáîçíà÷åíèå |−〉, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ôîòîí îòðàæàåòñÿ
îò ïîëÿðèçàòîðà. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü äâà ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ðå-

çóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà äîñòîâåðíî èçâåñòíû. Ââåäåì ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó ýòèõ
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ýêñïåðèìåíòîâ (àìïëèòóäó ïåðåõîäà):

- åñëè ïðèãîòîâëåííîå ñîñòîÿíèå |+〉, òî ôîòîí âñåãäà ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð

(èçìåðåííîå ñîñòîÿíèå 〈+|), íå èçìåíÿÿ ñîñòîÿíèÿ. Àìïëèòóäó òàêîãî ïðîöåññà

áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé åäèíèöû

〈+|+〉 = 1.

- åñëè ïðèãîòîâëåííîå ñîñòîÿíèå |+〉, òî ôîòîí íèêîãäà íå îòðàæàåòñÿ îò ïîëÿ-

ðèçàòîðà (èçìåðåííîå ñîñòîÿíèå 〈−|). Àìïëèòóäó òàêîãî ïðîöåññà áóäåì ñ÷èòàòü

ðàâíîé íóëþ

〈−|+〉 = 0.

- àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì

〈−|−〉 = 1, 〈+|−〉 = 0.

Ñîñòîÿíèÿ òàêîãî òèïà áóäåì íàçûâàòü ñîáñòâåííûìè. Îïðåäåëåíû òîëüêî äâà òàêèõ

ñîñòîÿíèÿ, íà ñàìîì äåëå â ðàññìàòðèâàåìîì ýêñïåðèìåíòå èõ ñ÷åòíî ìíîãî. ×òîáû

óáåäèòüñÿ â ýòîì, íóæíî îáðàòèòüñÿ ê n-ôîòîííûì ñîñòîÿíèÿì, ñðåäè êîòîðûõ n + 1

ñîáñòâåííûõ.

Ñîñòîÿíèÿ |φn〉, n = 1, 2, . . . ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå â äàííîì ýêñïåðèìåíòå íà-

çûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè, åñëè ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ñ òàêèìè ñîñòîÿíè-

ÿìè ïîëíîñòüþ äîñòîâåðíû. Äëÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé (îðòîíîðìèðîâàííîñòü)

〈φm|φn〉 = δmn.

Ñîñòîÿíèå ôîòîíà ñ ïðîèçâîëüíîé ïîëÿðèçàöèåé. Ïðèãîòîâëåíèå òàêîãî ñîñòîÿíèÿ:

A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A

�
��

���
����
�
�

�
��

���
����
�
�

�
��
�

A
A
A
A
A
A
A
AK

��
�
��*

~ptr

~pl

α����
~E0

6

âèä ñïåðåäè

ïîëÿðèçàòîð

@@
@@
@
@@
@

çåðêàëî

2kl = β mod 2π
-

� E0 sinα~ptr

-
~E0

-E0 cosα~pl

E0eiβ sinα~ptr

-E0(cosα ~pl + eiβ sinα ~ptr)
ñóïåðïîçèöèÿ
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Îäíîôîòîííîå ñîñòîÿíèå ñ ïîëÿðèçàöèåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ îáîçíà÷èì |φ〉. Ôîòîí â

òàêîì ñîñòîÿíèè ëèáî ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð (èçìåðåííîå ñîñòîÿíèå 〈+|), ëèáî
îòðàæàåòñÿ îò íåãî (èçìåðåííîå ñîñòîÿíèå 〈+|). Êàêóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó ìîæíî

îïðåäåëèòü èç òàêîãî ýêñïåðèìåíòà? Âåðîÿòíîñòü ýòèõ ñîáûòèé. Ïðîâåäåì ñåðèþ èç N

ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïðîõîæäåíèþ ôîòîíà â ñîñòîÿíèè |φ〉 ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð. Ôîòîí Nïð-

ðàç ïðîéäåò ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð è Nîòð-ðàç îòðàçèòñÿ îò íåãî. Åñëè ñåðèÿ N äîñòàòî÷íî

äëèííàÿ (N →∞), òî âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ðàâíû

W ïð =
Nïð

N
, W îòð =

Nîòð

N
.

Òàê êàê ôîòîíû â äàííîì ýêñïåðèìåíòå íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì, íåò íåîá-

õîäèìîñòè ïðîâîäèòü ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ. Ìîæíî ñðàçó íàïðàâèòü íà ïîëÿðèçàòîð

ïîòîê ôîòîíîâ è ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâåñòè êàê îäèí ýêñïåðèìåíò. Òàê êàê ïëîò-

íîñòü ôîòîíîâ â ïîòîêå ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåíñèâíîñòè ñâåòà (ñì. ýêñïåðèìåíò B),

îòâåò äëÿ âåðîÿòíîñòåé èçâåñòåí (ñì. ýêñïåðèìåíò A)

W ïð = cos2 α, W îòð = sin2 α.

Çàäà÷à: ïîñòðîèòü êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ýòè âåðîÿòíîñòè.

Êàêîå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëèëî ïðîñòî è êðàñèâî îáúÿñíèòü ýôôåêò ïðîõîæäå-

íèÿ ñâåòà ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð? Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè: äîñòàòî÷íî ëèøü ïðåäñòàâèòü

ïðîèçâîëüíî ïîëÿðèçîâàííóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó êàê ñóììó äâóõ ëèíåéíî ïîëÿ-

ðèçîâàííûõ, äëÿ êîòîðûõ ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà îäíîçíà÷åí. Ñîâåðøèì ëîãè÷åñêèé

ñêà÷îê: ðàñïðîñòðàíèì ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè íà âñå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè. Â

íàøåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîñòîÿíèå |φ〉 ïðåäñòàâèìî â âèäå

|φ〉 = |+〉 cosα + |−〉 eiβ sinα.

Íàïèñàâ ýòó ôîðìóëó, ìû ôàêòè÷åñêè äîãîâîðèëèñü, ÷òî, íå âûõîäÿ èç ïðîñòðàíñòâà

ñîñòîÿíèé, ìû ìîæåì óìíîæàòü ñîñòîÿíèÿ íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî è ñêëàäûâàòü ñîñòî-

ÿíèÿ, òî åñòü íàäåëèëè ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Óòâåðæäåíèå î ñòðóêòóðå 1 (ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè). Ïðîñòðàíñòâî ñîñòî-

ÿíèé êâàíòîâîé òåîðèè H � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ

÷èñåë: åñëè |φ1〉 ∈ H è |φ2〉 ∈ H, òî

|φ1〉 c1 + |φ2〉 c2 = |φ〉 ∈ H, c1, c2 ∈ C.
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Âû÷èñëèì àìïëèòóäû ïåðåõîäà 〈+ |φ〉 è 〈− |φ〉. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, åñëè âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì ñîñòîÿíèÿ |φ〉 ïî ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì, îðòîíîðìèðîâàííî-

ñòüþ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé è, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî àìïëèòóäà ïåðåõîäà ëèíåéíà ïî

êåò-àðãóìåíòó :

〈+|φ〉 = 〈+|
(
|+〉 cosα + |−〉eiβ sinα

)
= 〈+|+〉 cosα + 〈+|−〉eiβ sinα = cosα,

〈−|φ〉 = 〈−|
(
|+〉 cosα + |−〉eiβ sinα

)
= 〈−|+〉 cosα + 〈−|−〉eiβ sinα = eiβ sinα.

Îòþäà ëåãêî âèäåòü, êàê âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ôîòîíà â

ðàññìàòðèâàåìîì ýêñïåðèìåíòå:

W ïð = cos2 α = |〈+|φ〉|2, W îòð = sin2 α = |〈−|φ〉|2.

Îáîáùàåì.

Ïóñòü â ýêñïåðèìåíòå ïðèãîòîâëåíî ñîñòîÿíèå |in〉 è èçìåðåíî ñîñòîÿíèå 〈f |.
Òîãäà âåðîÿòíîñòü òàêîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ àìïëè-

òóäû ïåðåõîäà

Wf,in = |〈f |in〉|2.

Ïîëó÷èì íåêîòîðûå ñâîéñòâà àìïëèòóäû ïåðåõîäà.

1. Ñóììà âåðîÿòíîñòåé äëÿ ôîòîíà ïðîéòè è îòðàçèòüñÿ îò ïîëÿðèçàòîðà ðàâíà åäèíèöû

1 = W ïð +W îòð = 〈+|φ〉〈+|φ〉+ 〈−|φ〉〈−|φ〉 = 〈+|φ〉 cosα+ 〈−|φ〉eiβ sinα. (1)

Ñäåëàåì óòâåðæäåíèå, òðåáóþùåå äîêàçàòåëüñòâà: ñóùåñòâóåò òàêîé ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì

ñîñòîÿíèå |φ〉 � ñîáñòâåííîå. Â ýòîì ñëó÷àå 〈φ|φ〉 = 1.Èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü àìïëèòóäû ïåðå-

õîäà ïî êåò-ñîñòîÿíèþ, ïîëó÷èì

1 = 〈φ|φ〉 = 〈φ|+〉 cosα+ 〈φ|−〉eiβ sinα. (2)

Ñðàâíèâ (1) è (2), íàõîäèì

〈φ|+〉 = 〈+|φ〉, 〈φ|−〉 = 〈−|φ〉.

So: ñâîéñòâî àìïëèòóäû ïåðåõîäà 〈φ1|φ2〉 = 〈φ2|φ1〉.

2. Ïóñòü |χ〉 = |+〉c1 + |−〉c2, òîãäà

〈χ|χ〉 = c1〈χ|+〉+ c2〈χ|−〉 = c1〈+|χ〉+ c2〈−|χ〉 = c1c̄1 + c2c̄2 > 0,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî íóëþ äîñòèãàåòñÿ, åñëè |χ〉 = 0.
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Óòâåðæäåíèå î ñòðóêòóðå 2 (àìïëèòóäà ïåðåõîäà).

a. êàæäîìó êåò-ñîñòîÿíèþ |φ〉 îòâå÷àåò îäíî è òîëüêî îäíî áðà-ñîñòîÿíèå
〈φ|,

b. êàæäîé ïàðå êåò- è áðà-ñîñòîÿíèé ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîå

÷èñëî 〈φ1|φ2〉 ∈ C � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

c. 〈φ1|φ2〉 = 〈φ2|φ1〉,

d. 〈φ|φ〉 > 0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|φ〉 = 0.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ìîæíî ââå-

ñòè ðàñòîÿíèå ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè

d(|φ1〉, |φ2〉) = ‖|χ〉‖ =
√
〈χ|χ〉, |χ〉 = |φ1〉 − |φ2〉,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîíÿòèå î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîñòîÿíèé. Ýòî ïîíÿòèå

ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü

Óòâåðæäåíèå î ñòðóêòóðå 3 (ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé). Âñÿêàÿ ôóí-

äàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé � ñõîäÿùàÿñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî:

ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé òåîðèè � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íå ñëåäîâàëî èç àíàëèçà íàøåãî Gedanken ýêñïåðèìåíòà. Îä-

íàêî, è åãî ñëåäóåò ïðèçíàòü ôèçè÷åñêèì òðåáîâàíèåì ê òåîðèè. Äåëî â òîì, ÷òî àá-

ñòðàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé òåîðèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü ðàçëè÷íûìè

ìàòåìàòè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè. È òîëüêî ãèëüáåðòîâîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé

ãàðàíòèðóåò, ÷òî ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû (âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ, ñïåêòð íàáëþäàåìûõ

ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí) íå çàâèñÿò îò âûáîðà êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè

(J.von Neumann).

Âàæíîå çàìå÷àíèå.

Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà <(E0~ple
−iωt+ikx) � ïîòîê ôîòîíîâ â ñîñòîÿíèè |+〉. Ðàññìîòðèì äðó-

ãóþ âîëíó <(c · E0~ple
−iωt+ikx), ãäå c - êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Ðàñïðîñòðàíåíèå

ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè íà êâàíòîâóþ òåîðèþ äàåò íàì ñîñòîÿíèå ôîòîíà âèäà c · |+〉. Îäíàêî,
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â ýêïåðèìåíòå ïî ïðîõîæäåíèþ ñâåòà ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð ýòè äâå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû îò-

ëè÷àþòñÿ ëèøü èíòåíñèâíîñòÿìè, òî åñòü òîëüêî ïëîòíîñòÿìè ïîòîêîâ ôîòîíîâ, à íå ñàìèìè

ôîòîíàìè. Ïîýòîìó ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî âåêòîðà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà |φ〉 è c·|φ〉, c 6= 0,

çàäàþò îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû.

Äëÿ âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ èç íàáîðà îäíèõ è òåõ æå ñîñòîÿíèé èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå íîðìè-

ðîâêè

〈φ|φ〉 = 1.

Îäíàêî, ýòî óñëîâèå íå ôèêñèðóåò åäèíñòâåííîãî ïðåäñòàâèòåëÿ, îñòàåòñÿ ïðîèçâîë â âûáîðå

ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ, òî åñòü

� íîðìèðîâàííûå âåêòîðû |φ〉 è eiθ|φ〉, θ − äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îïðåäåëÿþò îäíî è òîæå

ñîñòîÿíèå ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû.

Âàæíîå çàìå÷àíèå ê âàæíîìó çàìå÷àíèþ.

Ïóñòü |φ1〉, |φ2〉 - äâà ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿ. Òîãäà, êàçàëîñü áû, eiθ1 |φ1〉, eiθ2 |φ2〉 -

äâà òàêèõ æå ñîñòîÿíèÿ. Óñòðîèì ñóïåðïîçèöèþ ïåðâûõ è âòîðûõ

|φ1〉+ |φ2〉

eiθ1 |φ1〉+ eiθ2 |φ2〉 = eiθ1
(
|φ1〉+ ei(θ2−θ1)|φ2〉

)
Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ñóïåðïîçèöèè � ðàçíûå {Â íàøåì ýêñïåðèìåíòå ñîñòîÿíèå

ñâåòà ñ ïðîèçâîëüíîé ïîëÿðèçàöèåé |φ〉 = |+〉 cosα+ |−〉 eiβ sinα. Ôàçîâûé ìíîæèòåëü eiβ

ïîçâîëÿåò ðàçëè÷èòü ñóùåñòâåííî ðàçíûå ôèçè÷åñêèå ñèòóàöèè: åñëè β = 0, ñâåò ëèíåéíî

ïîëÿðèçîâàí, à åñëè β 6= 0, ñâåò ïîëÿðèçîâàí ýëëèïòè÷åñêè}.

So: Êðàéíå âàæíóþ ðîëü èãðàþò îòíîñèòåëüíûå ôàçû ñîñòîÿíèé, èç êîòîðûõ

óñòðàèâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñîñòîÿíèé ñ ðàçíûìè ôàçîâûìè

ìíîæèòåëÿìè îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ñîñòîÿíèþ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû â öåëîì.

Ïîëíîòà ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé.

Èç ðàññìîòðåííîãî Gedanken ýêñïåðèìåíòà ñëåäóåò, ÷òî èçìåðåííîå ñîñòîÿíèå � âñåãäà

ñîáñòâåííîå. Ôèçè÷åñêè î÷åâèäíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ëþáîå ñîñòîÿíèå, êðîìå íóëåâî-

ãî, ìîæåò áûòü èçìåðåíî, òî åñòü õîòÿ áû îäíà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â ñîáñòâåííîå

ñîñòîÿíèå îòëè÷íà îò íóëÿ. Èëè, ïî-äðóãîìó,

åñëè 〈φn|X〉 = 0 äëÿ âñåõ n =⇒ |X〉 = 0.
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Îïðåäåëèì êåò-âåêòîð ñëåäóþùèì îáðàçîì

|χ〉 = |φ〉 −
∑
n

|φn〉〈φn|φ〉,

ãäå |φ〉 - ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå, |φn〉 - ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå è ñóììà áåðåòñÿ ïî

âñåì ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì. Íàéäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòîãî êåò-âåêòîðà ñ

áðà-âåêòîðîì 〈φm|

〈φm|χ〉 = 〈φm|φ〉 −
∑
n

〈φm|φn〉〈φn|φ〉 = 〈φm|φ〉 −
∑
n

δmn〈φn|φ〉 = 0.

Òàê êàê ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî m, çàêëþ÷àåì, ÷òî |χ〉 = 0.

So: ëþáîå ñîñòîÿíèå ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì

ñëåäóþùèì îáðàçîì

|φ〉 =
∑
n

|φn〉〈φn|φ〉.

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ââåñòè åäèíè÷íûé îïåðàòîð Î, ïåðåâîäÿùèé ëþáîå ñî-

ñòîÿíèå â ñåáÿ æå, ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàèò âîò òàê:

Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ |φn〉, n = 1, . . . , îáðàçóþò ïîëíûé áàçèñ â ïðîñòðàí-

ñòâå ñîñòîÿíèé è äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå åäèíèöû

Î =
∑
n

|φn〉〈φn|.

V. Íàáëþäàåìûå, èçìåðåíèå íàáëþäàåìûõ

Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû åñòü. Íóæíî åãî îáæèâàòü: ïåðåõî-

äèòü èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Åñòåñòâåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò äëÿ ýòîãî

� îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Òàê êàê ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè

ãëàâåíñòâóþùèé â ìèðå êâàíòîâîì, åñòåñòâåííî îãðàíè÷èòüñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè.

Íàïîìèíàþùåå îïðåäåëåíèå:

Ëèíåéíûì îïåðàòîðîì Ô : H → H, ãäå H - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåòñÿ

ñîâîêóïíîñòü ñëåäóþùèõ îáúåêòîâ:

a. ïîäïðîñòðàíñòâà DO ïðîñòðàíñòâà H (îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Ô);



15

b. ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

Ô : DO → H, ò.å. Ô
(
c1|φ1〉+ c2|φ2〉

)
= c1Ô|φ1〉+ c2Ô|φ2〉, |φ1〉, |φ2〉 ∈ DO.

Òàê êàê ñîñòîÿíèþ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû îòâå÷àåò öåëûé êëàññ âåêòîðîâ ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà, â íà÷àëå îãðàíè÷èìñÿ óíèòàðíûìè îïåðàòîðàìè, ëèíåéíûìè, îïðåäåëåí-

íûìè íà âñåì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è ñîõðàíÿþùèìè íîðìó âåêòîðà (â ïðåäåëàõ

äîãîâîðåííîñòè íîðìà ðàâíà åäèíèöå).

Ôàêòè÷åñêè îäèí óíèòàðíûé îïåðàòîð áûë óæå ôèçè÷åñêè ïîñòðîåí, êîãäà îáñóæäàëñÿ âîïðîñ

î ïðèãîòîâëåíèè ñîñòîÿíèÿ ôîòîíà ñ ïðîèçâîëüíîé ïîëÿðèçàöèåé. Çàäà÷à: íàéäèòå, êàê òàêîé

îïåðàòîð äåéñòâóåò íà ñîñòîÿíèå c1|+〉+ c2|−〉? Äðóãîé óíèòàðíûé îïåðàòîð òîæå âñòðå÷àëñÿ

� åäèíè÷íûé.

Ïîïûòàåìñÿ îïèñàòü ïðîöåññ èçìåðåíèÿ êàêîé-íèáóäü ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Îá-

ðàòèìñÿ âíîâü ê ïðîõîæäåíèþ ñâåòà ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð. Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòèêó

ïîëÿðèçàöèîííûõ ñâîéñòâ, ïàäàþùåãî íà ïîëÿðèçàòîð ñâåòà

p = cos 2α =
Iïð − Iîòð
Iïàä

.

Êàê èçìåðèòü ýòó âåëè÷èíó â êëàññè÷åñêîì ýêñïåðèìåðòå î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ: äî-

ñòàòî÷íî èçìåðèòü äâå èíòåíñèâíîñòè èç òðåõ. À ÷òî ìîæíî èçìåðèòü, åñëè ïðîâîäèòñÿ

ýêñïåðèìåíò ñ îäíèì ôîòîíîì?

Åñëè ïðèãîòîâëåíî ñîñòîÿíèå ôîòîíà |φ〉 = |+〉 cosα+ |−〉eiβ sinα, òî ôîòîí ñ âåðîÿòíî-

ñòüþW+,φ = cos2 α ëèáî ïðîéäåò ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð, ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþW−,φ = sin2 α

îòðàçèòñÿ îò íåãî. Ïðèáîð ìîæåò ôèêñèðîâàòü ëèøü ôàêò ïðîõîæäåíèÿ èëè îòðàæå-

íèÿ. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ýòîé äèëëåìû ïðèìåì, ÷òî ïðè ïðîõîæäåíèå ôîòîíà ïðè-

áîð áóäåò ïîêàçûâàòü çíà÷åíèå p+ = +1 (äëÿ ñîñòîÿíèÿ |φ〉 = |+〉, êîãäà ðåçóëüòàò

èçìåðåíèÿ äîñòîâåðåí, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðèáîð ïîêàæåò êëàññè÷åñêîå

çíà÷åíèå), à ïðè îòðàæåíèè � çíà÷åíèå p− = −1.

@@
@@
@
@@
@

-
-t��� +1

0

−1

p���� p����
|φ〉

〈+| |+〉

âåðîÿòíîñòü W+,φ = cos2 α
@@
@@
@
@@
@

-

�

-

t
@
@R

+1

0

−1

|φ〉
〈−|

|−〉

âåðîÿòíîñòü W−,φ = sin2 α

Ôèêñèðóåì ñâîéñòâî èçìåðåíèÿ â êâàíòîâîì ñëó÷àå: åñëè â êëàññè÷åñêîì ìèðå ñïåêòð

çíà÷åíèé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû îáû÷íî íåïðåðûâíûé −1 6 p 6 1, òî â êâàíòîâîì
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ñëó÷àå îí ìîæåò ñòàòü äèñêðåòíûì. ×òî æå ïîëó÷àåòñÿ, â êâàíòîâîì ýêïåðèìåíòå,

â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî, íåëüçÿ îïðåäåëèòü íèêàêîé õàðàêòåðèñòèêè èçìåðÿåìîãî

ñîñòîÿíèÿ? Ìîæíî. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîâåñòè ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ è îïðåäåëèòü èç

ýòîé ñåðèè ñðåäíåå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî îïðåäåëåíèþ

〈p〉 =
p+N

ïð + p−N
îòð

N

∣∣∣∣
N→∞

= p+W+,φ + p−W−,φ = cos 2α.

Â òàêîé ñåðèè ìîæíî âû÷èñëèòü è íåîïðåäåëåííîñòü â èçìåðåíèÿõ (êîðåíü êâàäðàòíûé

èç äèñïåðñèè)

∆p
def
=
√
〈(p− 〈p〉)2〉 =

√
〈p2〉 − 〈p〉2 = | sin 2α|.

Ôîðìàëèçóåì ïðîöåññ èçìåðåíèÿ íàáëþäàåìîé. Ïðåäñòàâèì ïðîöåññ èçìåðåíèÿ íà-

áëþäàåìîé êàê äåéñòâèå íåêîòîðîãî îïåðàòîðà ÛO íà ïðèãîòîâëåííîå ñîñòîÿíèå |φ〉.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîãî íåëüçÿ ñäåëàòü, åñëè ñîñòîÿíèå |φ〉 ïðîèçâîëüíî, òàê êàê ðåçóëü-

òàò èçìåðåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îäíîçíà÷åí. Îäíîçíà÷íîñòü ñóùåñòâóåò

òîëüêî äëÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé |φn〉, n = 1, . . . ,. Íî èçìåðåíèå ñîáñòâåííîãî ñîñòî-

ÿíèÿ ïðèâîäèò ê ýòîìó æå ñîñòîÿíèþ, òî åñòü îïåðàòîð, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ïðîöåññ

èçìåðåíèÿ � åäèíè÷íûé! Ýòî ÿâíî íå òî, ÷òî íóæíî. Íî: åäèíñòâåííîå, ÷òî ìîæíî ñäå-

ëàòü, íå ðàçðóøàÿ ñîáñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ, óìíîæèòü åãî íà ôàçîâûé ìíîæèòåëü eiθn .

Ñàìî ïî ñåáå ýòî èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ íå íàáëþäàåìî. Îäíàêî, åñëè óñòðîèòü ñóïåðïîçè-

öèþ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ñ íåêîòîðûì ýòàëîííûì, ïðèñóùåì äàííîìó ïðèáîðó ñîñòîÿíèåì

|Φ0〉, èçìåíåíèå ôàçû ìîæíî çàôèêñèðîâàòü â âèäå ïîêàçàíèé ïðèáîðà.

-

-

-

|φ1〉eiθ1

|φ2〉eiθ2

|φn〉eiθ1

〈φ1|
〈φ2|
...
〈φn|
...

???

��
���

HH
HHj?

0 2πθ1θ2θn

λn λ1λ2
λ = λ0ctg

θ

2

``  |Φ0〉

-
|φ〉

ñïåêòð íàáëþäàåìîé

So:

ÛO|φn〉 = eiθn|φn〉, n = 1, . . . .

Âñïîìíèâ ðàçëîæåíèå åäèíèöû, îïåðàòîð ÛO çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå

ÛO =
∑
n

eiθn|φn〉〈φn|.
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Ìîæíî è íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÛO - îïåðàòîð óíèòàðíûé.

Â ðàññìîòðåííîé ñèòóàöèè ñïåêòð íàáëþäàåìîé ëåæèò íà îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîé îñè

0 < θn < 2π. Êëàññè÷åñêàÿ íàáëþäàåìàÿ îáû÷íî îïðåäåëåíà íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé

îñè. ×òîáû ñîõðàíèòü ñîîòâåòñòâèå (à îíî ïîíàäîáèòñÿ), îòîáðàçèì îòðåçîê íà âñþ äåé-

ñòâèòåëüíóþ îñü, íàïðèìåð, âîò òàê λn = λ0ctg(θn/2) (λ0 - âûáîð åäèíèöû èçìåðåíèÿ),

è îïðåäåëèì íîâûé îïåðàòîð Ô

Ô =
∑
n

λn|φn〉〈φn|.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íîâûé îïåðàòîð, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óíèòàðåí. Áîëåå òîãî, åãî îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîìH, òàê êàê âîçìîæíà ñèòóàöèÿ,
êîãäà λn íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò è âîçíèêàþò âîïðîñû î ñõîäèìîñòè îïðåäåëÿþùåé

îïåðàòîð ñóììû. Òàêîé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì.

Ïóñòü Ô - îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå DO, âñþäó ïëîòíûì â H.

Îïðåäåëèì ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó Ô îïåðàòîð Ô+. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Ô+

ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ âåêòîðîâ |χ〉 ∈ H, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò |X〉 ∈ H,

òàêîé, ÷òî

〈χ|Ô|φ〉 = 〈X|φ〉 äëÿ âñåõ |φ〉 ∈ DO,

ïðè÷åì ïî îïðåäåëåíèþ Ô+|χ〉 = |X〉.

Ïóñòü Ô - îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå DO, âñþäó ïëîòíûì â H.
Åñëè Ô = Ô+, òî òàêîé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì.

Îïåðàòîð Ô äåéñòâóåò íà ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå âîò òàê

Ô|φn〉 =
∑
m

λm|φm〉〈φm|φn〉 =
∑
m

λm|φm〉δmn = λn|φn〉, n = 1, . . . . (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âèä îïåðàòîðà Ô ìîæíî îïðåäåëèòü íåçàâèñèìûì îò ïðîöåäóðû èç-

ìåðåíèÿ ñïîñîáîì (äàëüøå òàê îíî è îêàæåòñÿ). Â òàêîé ñèòóàöèè ñîîòíîøåíèå (3) ïðå-

âðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò íàéòè ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ è ñïåêòð

çíà÷åíèé (ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé) íàáëþäàåìîé, çàäàííîé îïåðàòîðîì Ô.

Óòâåðæäåíèå î ñòðóêòóðå 4 (íàáëþäàåìûå è èçìåðåíèå íàáëþäàåìûõ). Íà-

áëþäàåìîé â êâàíòîâîé òåîðèè ñîîòâåòñòâóåò ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

Ô, äåéñòâóþùèé íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.
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Èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé â ñîñòîÿíèè |φ〉 ñ âåðîÿòíîñòüþ |〈φn|φ〉|2 ïðèâîäèò
ê äåéñòâèòåëüíîìó çíà÷åíèþ íàáëþäàåìîé λn, ïðè÷åì è ñîáñòâåííûå ñî-

ñòîÿíèÿ |φn〉, è ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λn îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèÿ

Ô|φn〉 = λn|φn〉.

Ýðìèòîâîñòü ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.

Ïóñòü |φ1〉, |φ2〉 ∈ DO. Òîãäà

〈φ1|Ô|φ2〉 =
∑
n

λn〈φ1|φn〉〈φn|φ2〉 =
∑
n

λn〈φ2|φn〉〈φn|φ1〉 = 〈φ2|Ô|φ1〉.

Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð � ýðìèòîâ, íî ýðìèòîâ � íå âñåãäà ñàìîñîïðÿæåí.

Íåâàæíîå çàìå÷àíèå.

Åñëè âìåñòî îïåðàòîðà Ô âçÿòü îïåðàòîð αÔ+ β Î, ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èçìåíèòñÿ è

ñòàíåò ðàâíûì αλn+β, n = 1, . . . , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âîçìîæíîñòè âûáîðà åäèíèöû èçìåðåíèÿ

è íà÷àëà îòñ÷åòà íà øêàëå ïðèáîðà.

Íàéäåì ñðåäíåå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé â ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ

〈O〉 =
∑
n

λnWφn,φ =
∑
n

λn〈φn|φ〉〈φn|φ〉 = 〈φ|
[∑

n

|φn〉λn〈φn|
]
|φ〉 = 〈φ|Ô|φ〉,

è äèñïåðñèþ íàáëþäàåìîé

(∆O)2 = 〈O2〉 − 〈O〉2 =
∑
n

λ2
nWφn,φ − 〈O〉2 = 〈φ|

[∑
n

λn|φn〉λn〈φn|
]
|φ〉 − 〈O〉2 =

= 〈φ|Ô
[∑

n

|φn〉λn〈φn|
]
|φ〉 − 〈O〉2 = 〈φ|Ô2|φ〉 − 〈φ|Ô|φ〉2.

Îáñóäèì, ÷òî òåïåðü ìîæíî ñêàçàòü î ñîîòíîøåíèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Èòàê, ïóñòü

ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû q̂ è p̂ - íàáëþäàåìûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, ñîîòâåò-

ñòâåííî, è ïóñòü èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ â ñîñòîÿíèè |φ〉 ðàâíû 〈q〉 è 〈p〉, ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëèì íîâûå îïåðàòîðû

Q̂ = q̂ − 〈q〉̂I, P̂ = p̂− 〈p〉̂I.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íåîïðåäåëåííîñòè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â ñîñòîÿíèè |φ〉 ðàâíû
(∆q)2 = 〈φ|Q̂2|φ〉 è (∆p)2 = 〈φ|P̂ 2|φ〉.
Îïðåäåëèì ñîñòîÿíèå |A〉

|A〉 = (P̂ + iαQ̂)|φ〉,
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ãäå α - äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì êâàäðàò íîðìû ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðàÿ

áåçóñëîâíî íå îòðèöàòåëüíà

〈A|A〉 = 〈A|(P̂ + iαQ̂)|φ〉 = 〈A|P̂ |φ〉+ iα〈A|Q̂|φ〉 = 〈φ|P̂ |A〉+ iα〈φ|Q̂|A〉 =

〈φ|P̂ (P̂ + iαQ̂)|φ〉+ iα〈φ|Q̂(P̂ + iαQ̂)|φ〉 = 〈φ|P̂ 2|φ〉+ α2〈φ|Q̂2|φ〉+ α〈φ|i(P̂ Q̂− Q̂P̂ )|φ〉 =

(∆p)2 + α2(∆q)2 + α〈φ|i(P̂ Q̂− Q̂P̂ )|φ〉 > 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

C = 〈φ|i(P̂ Q̂− Q̂P̂ )|φ〉 − äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî,

f(α) = α2(∆q)2 + αC + (∆p)2 > 0.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ α, åñëè

∆q ·∆p > 1

2
|C|.

Ñðàâíèâàÿ ýòî óñëîâèå ñ ñîîòíîøåíèÿìè íåîïðåäåëåííîñòè Ãàéçåíáåðãà, çàêëþ÷àåì,

÷òî äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ |φ〉 ëþáîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû

〈φ|i(P̂ Q̂− Q̂P̂ )|φ〉 = ~,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå

〈φ|i(P̂ Q̂− Q̂P̂ )− ~Î|φ〉 = 0.

Ýòîãî ëåãêî äîáèòüñÿ, åñëè íà îïåðàòîðíîì óðîâíå ñ÷èòàòü, ÷òî

i(P̂ Q̂− Q̂P̂ ) = ~Î.

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå îïåðàòîðîâ Q̂, P̂ , çàêëþ÷àåì (óðîâåíü çàêîíà ïðèðîäû), ÷òî

â êâàíòîâîé òåîðèè íàáëþäàåìûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ïîä÷èíÿþòñÿ êà-

íîíè÷åñêèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[q̂, p̂]
def
= q̂p̂− p̂q̂ = i~Î

Çàìå÷àíèå.

Åñëè â ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå s - ñòåïåíåé ñâîáîäû è îíè íåçàâèñèìû, îáîáùåíèå òðèâèàëüíî

[q̂i, p̂j ] = i~δij Î, [q̂i, q̂j ] = [p̂i, p̂j ] = 0, i, j = 1, . . . , s.
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VI. Äèíàìèêà â êâàíòîâîé òåîðèè, êâàíòîâàíèå

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ïóñòü ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð Ĥ

� íàáëþäàåìàÿ, îòâå÷àþùàÿ ýíåðãèè çàìêíóòîé ñèñòåìû. Êàê è â êëàññè÷åñêîé òåî-

ðèè, òàêàÿ íàáëþäàåìàÿ íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì. Ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ýíåðãèè è ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Ĥ|φn〉 = En|φn〉.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ íå âûðîæäåíû, òî åñòü êàæäîìó ñîáñòâåí-

íîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíî ñîñòîÿíèå (ñèòóàöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ).

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîáñòâåííîì ñîñòîÿíèè ãàìèëü-

òîíèàíà |φn(t0)〉 = |φn〉. Êàê ýòî ñîñòîÿíèå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè? À íèêàê:

ñèñòåìà çàìêíóòà è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íèêòî íå îòìåíÿë. Åäèíñòâåííîå, ÷òî

ðàçðåøåíî, � íàáåã ôàçû ó ñîñòîÿíèÿ. Ïðè÷åì, îïÿòü-òàêè, èç-çà çàìêíóòîñòè ñèñòåìû

ýòîò íàáåã ôàçû îäíîðîäåí ïî âðåìåíè, òî åñòü

|φn(t)〉 = eiθn(t−t0)|φn(t0)〉.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî âðåìåíè è óñòðåìèì t0 → t:

d

dt
|φn(t)〉 = iθ̇n(0)|φn(t)〉.

Äèíàìèêà ñîáñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé äåéñòâèòåëüíîé

âåëè÷èíîé θ̇n(0) ñ ðàçìåðíîñòüþ, îáðàòíîé âðåìåíè. Íî åäèíñòâåííàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè-

÷èíà, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ýòî ñîñòîÿíèå, � åãî ýíåðãèÿ En. Èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿ

ðàçìåðíîñòè, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè íàõîäèì

θ̇n(0) = ±En
~
,

(ñîîòíîøåíèå ìîãëî áû ñîäåðæàòü óíèâåðñàëüíûé äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé êî-

ýôôèöèåíò, íî, ñîãëàñîâàâ åäèíèöû èçìåðåíèÿ âðåìåíè è ýíåðãèè, åãî âñåãäà ìîæíî

âûáðàòü ðàâíûì åäèíèöå). Îñòàåòñÿ âîïðîñ î çíàêå. Íóæåí ýêñïåðèìåíò. È îí åñòü

ó íàñ, öåëûõ äâà: â íèõ äèíàìèêà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îïðåäåëÿåòñÿ ôàçîâûì

ìíîæèòåëåì e−iωt èëè, åñëè âñïîìíèòü ïðî ôîòîíû, e−iEt/~. Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèÿ

ñîáñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ñî âðåìåíåì îïðåäåëÿåòñÿ âîò òàê

i~
d

dt
|φn(t)〉 = En|φn(t)〉 = Ĥ|φn(t)〉.
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Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ãëàñèò, ÷òî åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t1 ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè åñòü

ëèíåéíàÿ ñâÿçü, òî â ìîìåíò âðåìåíè t = t2 ýòà ëèíåéíàÿ ñâÿçü ñîõðàíèòñÿ ïðè óñëîâèè,

÷òî â ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò t1 äî t2 íå áûëî ïðîèçâåäåíî èçìåðåíèå. À òàê êàê â

ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè ëþáîå ñîñòîÿíèå ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñîáñòâåííûì

ñîñòîÿíèÿì ãàìèëüòîíèàíà, îêîí÷àòåëüíî ôîðìóëèðóåì

Óòâåðæäåíèå î ñòðóêòóðå 5 (äèíàìèêà). Äèíàìèêà â êâàíòîâîé òåîðèè îïðå-

äåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t0 ïðèãîòîâëåíî ñî-

ñòîÿíèå èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà |φ0〉. Òîãäà äàëüíåéøàÿ ýâî-
ëþöèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, ñâîáîäíàÿ îò èçìåðåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

(E.Schr�odinger)

i~
d

dt
|φ(t)〉 = Ĥ|φ(t)〉

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì |φ(t0)〉 = |φ0〉.

Çàìå÷àíèå.

Â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ îïóùåíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà - çàìêíóòàÿ. Ýòî íå

ñëó÷àéíî, ïóñòü òàêîå ðàñøèðåíèå óòâåðæäåíèÿ áóäåò îáîáùåíèåì.

Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé âèäíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ

è ñîñòîÿíèÿõ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ|φn〉 = En|φn〉 ïîëíîñòüþ ðåøàåò äèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó

äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t0 çàäàíî ñîñòîÿíèå |φ0〉. Åñëè ðàçëî-
æèòü ýòî ñîñòîÿíèå ïî ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì ãàìèëüòîíèàíà, ýâîëþöèÿ î÷åâèäíà

|φ(t)〉 =
∑
n

e−iEn~ (t−t0)|φn〉〈φn|φ0〉 = Ût−t0|φ0〉,

çäåñü ââåäåí îïåðàòîð ýâîëþöèè Ût.

Êâàíòîâàíèå.

Îñòàëñÿ îäèí âîïðîñ, êàê ñòðîèòü ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû íàáëþäàåìûõ? Íà ýòîò

âîïðîñ, êàê ìîæåò, äàåò îòâåò ýâðèñòè÷åñêèé ðåöåïò, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ êâàíòîâà-

íèåì êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Ñóòü åãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

0. äåéñòâèå ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû äîëæíî èìåòü âèä

S =

∫ tf

ti

dt[p q̇ −Hcl(q, p)],



22

1. åñëè íàñ èíòåðåñóåò êàêàÿ-íèáóäü íàáëþäàåìàÿ, íóæíî âçÿòü åå êëàññè÷åñêèé

àíàëîã â ãàìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå

Ocl(q, p),

2. çàìåíèòü îáîáùåííûå êîîðäèíàòû q è îáîáùåííûå èìïóëüñû p íà êàíîíè÷åñêè

ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû q̂, p̂, ñîîòâåòñòâåííî,

Ô = Ocl(q̂, p̂), [q̂, p̂] = i~Î,

3. âûïîëíèòü ôîðìàëüíûå äåéñòâèÿ òàê, ÷òîáû îïðåðàòîð Ô áûë ñàìîñîïðÿæåííûì.

Ñóùåñòâåííîå çàìå÷àíèå.

Òàê êàê êëàññè÷åñêèå ïåðåìåííûå q, p êîììóòàòèâíû, à êâàíòîâûå q̂, p̂ íåò, óêàçàííûé ñïîñîá

êâàíòîâàíèÿ íå ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü êâàíòîâóþ íàáëþäàåìóþ Ô ïî êëàññè÷å-

ñêîé Ocl(q, p).

VII. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

-
0 rx
A�
�
�
�
�
�A

A
A
A
A
A�

-0 r
m = 1

x0-ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ

BB�
��

�
��

�
��B

BB

B
BB

B
BB��

q

H(q, p) =
1

2
p2 +

1

2
ω2q2

êâàíòîâàíèå

Ĥ =
1

2m
p̂2 +

1

2
mω2q̂2, [q̂, p̂] = i~Î

÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà ω

U(q)

q

E

Ðåøèì ãëàâíóþ çàäà÷ó êâàíòîâîé ìåõàíèêè

Ĥ|φn〉 = En|φn〉.

Ââåäåì îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ

â
def
=

1√
2~ω

(p̂− iωq̂), â+ def
=

1√
2~ω

(p̂+ iωq̂).

Íàéäåì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè îïåðàòîðàìè

[â, â+] =
1

2~ω
(−iω[q̂, p̂] + iω[p̂, q̂]) = −i

1

~
[q̂, p̂] = Î.

Âûðàçèì îïåðàòîðû êîîðäèíàòû, èìïóëüñà ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

q̂ = i

√
~

2ω
(â− â+), p̂ =

√
~ω
2

(â+ â+),
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è ãàìèëüòîíèàí

Ĥ =
1

2
~ω(â+â+ ââ+) = ~ω

[
â+â+

1

2
Î
]
.

Ïåðâîíà÷àëüíóþ çàäà÷ó ïåðåïèøåì â âèäå

~ω
[
â+â+

1

2
Î
]
|φn〉 = En|φn〉 ⇒

â+â|φn〉 =
(En
~ω
− 1

2

)
|φn〉 = λn|φn〉, En = ~ω

(
λn +

1

2

)
.

Äîêàæåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé.

1. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λn íå îòðèöàòåëüíî.

λn = 〈φn|λn|φn〉 = 〈φn|â+â|φn〉 = (|X〉 = â|φn〉) = 〈φn|â+|X〉 =

=
1√
2~ω
〈φn|p̂+ iωq̂|X〉 =

1√
2~ω

(〈X|p̂|φn〉+ iω〈X|q̂|φn〉) =
1√
2~ω
〈X|p̂− iωq̂|φn〉 =

= 〈X|â|φn〉 = 〈X|X〉 > 0, Q.E.D.

2. Ïóñòü |φn〉 ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà â+â ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λn. Òîãäà

â+|φn〉 òîæå ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå ýòîãî îïåðàòîðà (ìîæåò áûòü íå íîðìèðîâàííîå íà

åäèíèöó) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λn + 1.

â+â|φn〉 = λn|φn〉, â+â+â|φn〉 = â+(ââ+ − Î)|φn〉 = â+ââ+|φn〉 − â+|φn〉 = λnâ
+|φn〉,

èëè (â+â) â+|φn〉 = (λn + 1)â+|φn〉, Q.E.D.

3. Ïóñòü |φn〉 ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà â+â ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λn. Òîãäà

â|φn〉 òîæå ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå ýòîãî îïåðàòîðà (ìîæåò áûòü íå íîðìèðîâàííîå íà

åäèíèöó) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λn − 1.

Îïÿòü ðàññìîòðèì ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå |φn〉 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λn. Ïîäåé-

ñòâóåì íà ýòî ñîñòîÿíèå N -ðàç îïåðàòîðîì óíè÷òîæåíèÿ ((â)N |φn〉). Ñîãëàñíî óòâåð-

æäåíèþ 3, ïîëó÷åííîå ñîñòîÿíèå áóäåò ñîáñòâåííûì ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λn −N .
Êàêîâî áû íå áûëî çíà÷åíèå λn, âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîå N , ÷òîáû âåëè÷èíà λn − N

ñòàëà îòðèöàòåëüíîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ 1. Âûõîä èç ýòîãî ïðîòèâîðå÷èÿ

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñîãëàñèòüñÿ ñ òåì, ÷òî íà íåêîòîðîì øàãå ïðè äåéñòâèè îïå-

ðàòîðîì óíè÷òîæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íóëåâîé âåêòîð ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûé

âñåãäà ðåøàåò óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ, íî, ïî îïðåäåëåíèþ, íå ñîáñòâåí-

íîå ñîñòîÿíèå. Ïîýòîìó: äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå φ0〉 (íàçûâàåòñÿ
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âàêóóìíîå) òàêîå, ÷òî

â|φ0〉 = 0, 〈φ0|φ0〉 = 1.

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ ýòîãî ñîáñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ â+â|φ0〉 = 0, ðàâíî íóëþ λn = 0.

Ïðèøåë ÷åðåä îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ: ëþáîå ñîñòîÿíèå âèäà (â+)n|φ0〉, n- íàòóðàëüíîå
÷èñëî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2, � ñîáñòâåííîå ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λn = n. Ïðî-

ñòûå ðàññóæäåíèÿ (ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî) ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äðó-

ãèõ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé íåò. Îñòàåòñÿ îòíîðìèðîâàòü ïîëó÷åííûå ñîñòîÿíèÿ. Ïóñòü

íàéäåíû òàêèå cn, ÷òî ñîñòîÿíèå |φn〉 = cn(â+)n|φ0〉 - íîðìèðîâàíî, òîãäà

1 = 〈φn|φn〉 = cn〈φn|(â+)n〉 =
cn
cn−1

〈φn|â+|φn−1〉 =
cn
cn−1

〈φn−1|â|φn〉 =

=
cnc̄n

cn−1c̄n−1

〈φn−1|ââ+|φn−1〉 =
cnc̄n

cn−1c̄n−1

〈φn−1|â+â+ Î|φn−1〉 =
cnc̄n

cn−1c̄n−1

n.

Ðåøåíèå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ cn = 1/
√
n!, êàê è ïîëîæåíî, ñ òî÷íîñòüþ äî

ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ.

So: ðåøåíèå çàäà÷è î ñïåêòðå çíà÷åíèé ýíåðãèè è ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèÿõ ãàìèëü-

òîíèàíà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

En = ~ω(n+ 1/2), n = 0, 1, . . . , |n〉 =
1√
n!

(â+)n|0〉,

ãäå âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â|0〉 = 0, 〈0|0〉 = 1,

(ââåäåíî íîâîå îáîçíà÷åíèå |φn〉 = |n〉).
Ïîëó÷åííûå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþò ïîëíûé áàçèñ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿþò åãî. Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé

íàçûâàåòñÿ ôîêîâñêèì (Â.À.Ôîê).

Ðåøàåì çàäà÷è â ðàìêàõ èçó÷åííîãî ôîðìàëèçìà.

Ðåàëèçàöèÿ êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé â íåêîòîðîì êîíêðåòíîì

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (ïðåäñòàâëåíèå êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøå-

íèé) äàåò ïðàêòè÷åñêóþ âîçìîæíîñòü ðåøàòü çàäà÷è êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ïðè÷åì ïðè

íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ òà èëè èíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðèâîäèò ê ôèçè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûì

îòâåòàì.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2(−∞ < x < ∞, dx) êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé φ(x),

çàäàííûõ íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè, ñ ñóììèðóåìûì ïî ìåðå Ëåáåãà dx êâàäðàòîì∫ ∞
−∞

dx φ̄(x)φ(x) < +∞.
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Äâå ôóíêöèè, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü, ñ÷èòàþòñÿ ýêâè-

âàëåíòíûìè.

Òàêîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíî. Êåò-ñîñòîÿíèþ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà |φ〉 ñòàâèòñÿ â

ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèÿ φ(x) ∈ L2, à áðà-ñîñòîÿíèþ 〈φ| � φ̄(x). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈χ|φ〉 =

∫ ∞
−∞

dx χ̄(x)φ(x).

Ïðîñòðàíñòâî L2 ïîëíî ïî ñîîòâåòñòâóþùåì îáðàçîì îïðåäåëåííîé íîðìå.

Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð êîîðäèíàòû q̂ îïðåäåëåí íà Dq: φ(x) ∈ Dq, åñëè xφ(x) ∈ L2.

Äåéñòâóåò ýòîò îïåðàòîð î÷åíü ïðîñòî

q̂|φ〉 ⇒ x · φ(x).

Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð èìïóëüñà p̂ îïðåäåëåí íà Dp: φ(x) ∈ Dp, åñëè φ(x) - àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è ∂xφ(x) ∈ L2. Äåéñòâèå ýòîãî îïåðàòîðà íà Dp

p̂|φ〉 ⇒ −i~∂xφ(x).

Ïàðà ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ q̂, p̂, äåéñòâóþùèõ íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

H, îáðàçóþò ïðåäñòàâëåíèå êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé, åñëè â H ñó-

ùåñòâóåò ïëîòíîå âñþäó ïîäïðîñòðàíñòâî D : D ⊆ Dq ∩ Dp è

q̂p̂− p̂q̂ = i~ Î íà D.

Ïðîâåðÿåì

(q̂p̂− p̂q̂)|φ〉 ⇒ x(−i~∂x)φ(x)− (−i~∂x)xφ(x) = −i~φ(x), Q.E.D.

Äàííàÿ êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà è êîììóòàöèîííûõ ñîîòíî-

øåíèé íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Î÷åâèäíî, ÷òî åñòü è äðóãèå (íà-

ïðèìåð, èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå).

Ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Ĥ =
1

2
p̂2 +

1

2
ω2q̂2 ⇒ Ĥ = −~2

2
∂2
x +

1

2
ω2x2,

(÷òîáû ýòîò îïåðàòîð ñòàë íàáëþäàåìîé, íóæíî îïðåäåëèòü DH). Çàäà÷à î ñïåêòðå

ãàìèëüòîíèàíà è åãî ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèÿõ

−~2

2
∂2
xφn(x) +

1

2
ω2x2φn(x) = Enφn(x).
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Ïðåæäå ÷åì ðåøàòü óðàâíåíèå, åãî íóæíî îáåçðàçìåðèòü. Èñòî÷íèê ðàçìåðíîñòè � x. Ñäåëàåì

çàìåíó x = a0u.

− ~2

2a2
0

∂2
uφn(u) +

1

2
ω2a2

0u
2φn(u) = Enφn(u), ∂2

uφn(u)− ω2a4
0

~2
u2φn(u) = −2

Ena
2
0

~2
φn(u).

Îïðåäåëèì a0 òàê, ÷òîáû

ω2a4
0

~2
= 1, a0 =

√
~
ω
,

è ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

εn =
Ena

2
0

~2
=
En
~ω

,

òîãäà óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

(
∂2
u − u2

)
φn(u) = −2εnφn(u).

Ýòî óðàâíåíèå íóæíî ðåøàòü. Íî íå áóäåì, ïîòîìó ÷òî îíî óæå ðåøåíî. Íàéäåì âèä

ðåøåíèé â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì óðàâíåíèå íà âàêóóìíîå

ñîñòîÿíèå

â|0〉 =
1√
2~ω

(p̂− iωq̂)|0〉 = 0 ⇒ 1√
2~ω

(−i~∂x − iωx)φ0(x) = 0,

(∂u + u)φ0(u) = 0, φ0(u) = Ce−
1
2
u2 .

Íîðìèðîâêà

1 =

∫
dx φ̄(x)φ(x) = C2

√
~
ω

∫
du e−u

2

= C2

√
π~
ω
, C =

( ω
π~

)1/4

.

Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ

|n〉 =
1√
n!

(â+)n|0〉 ⇒ φn(u) = C
e−iπn/2

√
n!2n

(∂u − u)ne−
1
2
u2 ,

è, èçìåíèâ ôàçîâûé ìíîæèòåëü (äîïóñòèìî), îòâåò ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç ïîëèíîìû

Ýðìèòà

φn(u) =
( ω
π~

)1/4 1√
n!2n

Hn(u)e−
1
2
u2 , Hn(u) = (−1)neu

2 dn

dun
e−u

2

.

Ðåøèì çàäà÷ó î ïðîõîæäåíèè ñâåòà ÷åðåç ïîëÿðèçàòîð.

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû � H =
1

2
(~P 2 + ω2 ~Q2).
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Ðèñ. 1: ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòî-

ðà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè φn(u)

ïðè n = 0, 2, 4, 6

Ðèñ. 2: ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòî-

ðà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè φn(u)

ïðè n = 1, 3, 5

Ïîëå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû � ~E = −
√

4π

V
(ω ~Q sin kx+ ~P cos kx) = <( ~E0eikx).

Èíòåíñèâíîñòü ñâåòà � I =
1

8π
~E0
~̄E0.

Âûðàçèì ~E0 ÷åðåç êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå

~E0 = −
√

4π

V
(~P − iω ~Q).

Ðàçëîæèì êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå ïî íàïðàâëåíèÿì âäîëü îñè ïîëÿðèçàòîðà ~pl

è ïîïåðåê ~ptr

~Q = ql~pl + qtr~ptr, ~P = pl~pl + ptr~ptr.

Íàáëþäàåìûå ïðèìóò âèä

H =
1

2
(p2
l + ω2q2

l ) +
1

2
(p2
tr + ω2q2

tr),

Iïð =
1

2V
(pl + iωql)(pl − iωql), Iîòð =

1

2V
(ptr + iωqtr)(ptr − iωqtr).

Ïðîêâàíòóåì òåîðèþ â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ â+
l , â

+
tr è óíè÷òîæåíèÿ

âl, âtr. Ýòî íå ñëîæíî, òàê êàê ýòî äâà íåçàâèñèìûõ îñöèëëÿòîðà. Êîììóòàöè-

îííûå ñîîòíîøåíèÿ

[âl, â
+
l ] = [âtr, â

+
tr] = 1, [âl, â

+
tr] = [âtr, â

+
l ] = [âl, âtr] = [â+

l , â
+
tr] = 0.
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Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà

|m,n〉 =
1√
m!n!

(â+
l )m(â+

tr)
n|0〉, m, n = 0, 1, . . . , |0〉 = |0〉l ⊗ |0〉tr,

ãäå |0〉l, |0〉tr îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé âl|0〉l = 0, âtr|0〉tr = 0.

Íàáëþäàåìûå

Îïð = ~ω
1

V
â+
l âl, Îîòð = ~ω

1

V
â+
trâtr.

Ïðîàíàëèçèðîâàâ ýòè âûðàæåíèÿ, ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî îïåðàòîð ÷èñëà ôîòîíîâ

îïðåäåëÿåòñÿ âîò òàê

N̂ = â+
l âl + â+

trâtr.

Ñîñòîÿíèÿ, ñ êîòîðûìè ìû ðàáîòàëè,

|+〉 = â+
l |0〉, |−〉 = â+

tr|0〉.

Òåïåðü ìîæíî ïîâåðèòü àëãåáðîé ãàðìîíèþ.

VIII. Èçìåðåíèÿ êîîðäèíàòû

Èçìåðåíèå êîîðäèíàòû. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå. Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ:

q̂ |φq〉 = q |φq〉. (4)

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè |φq〉 ⇒ φq(x) ∈ Dq, q̂ |φq〉 ⇒ xφq(x) è

xφq(x) = q φq(x).

Ðåøåíèå

φq(x) =

0, åñëè x 6= q

C, åñëè x = q
.

Ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü. Ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé íåò.

Îòâåò ôèçè÷åñêè ïðàâèëåí: èç ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè ∆q∆p > ~/2, è òî÷íîå

îïðåäåëåíèå êîîðäèíàòû (∆q = 0) íå âîçìîæíî.

Â ñîñòîÿíèè |φ〉 íàáëþäàåìàÿ Ô ñ äîñòîâåðíîñòüþ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå λ, åñëè 〈φ|Ô|φ〉 = λ

è íåîïðåäåëåííîñòü íàáëþäàåìîé â çàäàííîì ñîñòîÿíèè ∆φO = 0.
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Ïðåäëîæåíèå: Íàáëþäàåìàÿ Ô ñ äîñòîâåðíîñòüþ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå λ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà |φ〉 � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà Ô ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ.

Ôèçè÷åñêè ëþáóþ âåëè÷èíó λ ìîæíî èçìåðèòü ëèøü ñ êàêîé-òî òî÷íîñòüþ, ïðè

ýòîì õî÷åòñÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî ýòó òî÷íîñòü ìîæíî óëó÷øèòü. Îòñþäà òàêîå îïðåäåëåíèå

èçìåðåíèÿ (óòî÷íåíèå óòâåðæäåíèÿ î ñòðóêòóðå 4):

íàáëþäàåìàÿ Ô ïðèíèìàåò çíà÷åíèå λ, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

òàêîå íîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå |φε〉, ÷òî 〈φε|Ô|φε〉 = λ è íåîïðåäåëåííîñòü

íàáëþäàåìîé â ýòîì ñîñòîÿíèè ∆φεO < ε, òî åñòü

‖Ô|φε〉 − λ|φε〉‖ < ε.

Òåïåðü ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñïåêòð èçìåðÿåìûõ çíà÷åíèé êîîðäèíàòû ïðåäñòàâ-

ëÿåò âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü (−∞ < q < ∞). Ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó èçìåðåíèþ

ñîñòîÿíèå

|φq,ε〉 ⇒ φq,ε(x) =
1√
ε
√
π

e−
(x−q)2

2ε2 .

Ðèñ. 3: ôóíêöèÿ φq,ε(x) ïðè q = 0 è ε = 1/2

(ñåðûé), ε = 1/8 (ñèíèé), ε = 1/32 (êðàñ-

íûé).

Ðèñ. 4: ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ φqn,ε(x),

äëÿ ε = 1/32.
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Äåéñòâèòåëüíî,

‖q̂|φq,ε〉 − q|φq,ε〉‖ =
[∫ ∞
−∞

dx
(x− q)2

ε
√
π

e−
(x−q)2

ε2

]1/2

=
ε√
2
< ε.

Ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü
”
áàçèñ � ïîëíûé è îðòîíîðìèðîâàííûé“. Íà îñè ñïåêòðà êîîð-

äèíàòû −∞ < q < ∞ íàíåñåì ñåòêó qn = nδ(ε), n = 0,±1, . . . , îïðåäåëÿþùóþ ñ÷åòíóþ

ñèñòåìó âåêòîðîâ φqn,ε(x).

Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈φqn,ε|φqm,ε〉 =

∫ ∞
−∞

dxφqn,ε(x)φqm,ε(x) = e−
δ2(ε)

4ε2
(n−m)2 .

Åñëè âûáðàòü δ(ε) = c
√
ε, òîãäà 〈φqn,ε|φqm,ε〉 → δn,m ïðè ε→ 0 (îðòîíîðìèðîâàííîñòü).

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó

|φ〉 =
∑
n

cn|φqn,ε〉 ⇒ φ(x) =
∑
n

cnφqn,ε(x). (5)

Ïåðåïèøåì (5) (âûáðàâ c =
√

2
√
π) â âèäå

φ(x) =
∑
n

cnφqn,ε(x) =
∑
n

δ(ε)cn
1√

2ε
√
π
φqn,ε(x)

ε→0−→
∫

dqc(q)Φq(x),

çäåñü

Φq(x) = lim
ε→0

1

ε
√

2π
e−

(x−q)2

2ε2 = δ(x− q).

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà (H+) ïëîòíî âëîæåíà â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (H). Ôóíê-

öèÿ Φq(x) ∈ H− (ïðîñòðàíñòâî àíòèëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ 〈Φq|φ〉 íà H+) è íå

ïðèíàäëåæèò ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó. Èòàê, ìû èìååì òðîéêó ïðîñòðàíñòâ

H+ ⊂ H ⊂ H−.

Ïðàâèëüíî îïèñàííàÿ (ñì. Ô.À.Áåðåçèí, Ì.À.Øóáèí, Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà,

1983, äîáàâëåíèå 1, ïàðàãðàô 2.) òðîéêà ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ îñíàùåíèåì

ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè Φq(x) àáñòðàêòíîå ñîñòîÿíèå èç îñíàùåííîãî ãèëü-

áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

Φq(x)⇒ ‖q〉,
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òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

〈q1‖q2〉 = δ(q1 − q2), (îðòîíîðìèðîâàííîñòü íà δ-ôóíêöèþ),

|φ〉 =

∫
dqc(q)‖q〉 → Î =

∫
dq‖q〉〈q‖, (ðàçëîæåíèå åäèíèöû).

Åñëè òåïåðü ïîñòàâèòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì îáðà-

çîì

q̂‖q〉 = q‖q〉

èëè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

xΦq(x) = qΦq(x), Φq(x) ∈ H−, xΦq(x) ∈ H−,

(x− q)Φq(x) = 0,

òî ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå

−∞ < q <∞, Φq(x) = Cδ(x− q)

è èç óñëîâèÿ 〈q1‖q2〉 = δ(q1 − q2) ïîëó÷àåì C = 1.

Êðóã çàìêíóëñÿ.

Èòàê, òî÷íî èçìåðèòü êîîðäèíàòó íåëüçÿ. Íî ìîæíî ëîêàëèçîâàòü ÷àñòèöó â ëþáîé

ñêîëü óãîäíî ìàëîé îáëàñòè äåéñòâèòåëüíîé îñè (q, q+∆q), ∆q → 0. Äëÿ ýòîãî ÷àñòèöó

íóæíî ïåðåâåñòè â ñîñòîÿíèå

φloc(x) =

(∆q)−1/2, åñëè x ∈ (q, q + ∆q),

0, åñëè x /∈ (q, q + ∆q),

çíà÷åíèå ôóíêöèè íà èíòåðâàëå (q, q + ∆q) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Àì-

ïëèòóäà ïåðåõîäà â òàêîå ñîñòîÿíèå ðàâíà 〈φloc|φ〉 = φ(q)
√

∆q. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü

îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â èíòåðâàëå (q, q + ∆q)

∆W (q) = Wφloc,φ = |〈φloc|φ〉|2 = ∆q φ̄(q)φ(q), ∆q → 0.

òî åñòü êâàäðàò ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè φ̄(q)φ(q) îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â èíòåðâàëå (q, q + ∆q).
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IX. Èçìåðåíèå èìïóëüñà

Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïîâòîðåíèå ïðîéäåííîãî ñ êîîðäèíàòîé äëÿ èìïóëüñà.

Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

p̂ |φp〉 = p |φp〉.

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè |φp〉 ⇒ φp(x) ∈ Dp, p̂ |φp〉 ⇒ −i~∂xφp(x).

−i~∂xφp(x) = p φp(x).

Ðåøåíèå

φp(x) = Ceipx/~ 6∈ L2(−∞ < x <∞, dx).

Ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé íåò.

Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñïåêòð èçìåðÿåìûõ çíà÷åíèé èìïóëüñà ïðåäñòàâëÿåò âñþ

äåéñòâèòåëüíóþ îñü (−∞ < p <∞). Ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó èçìåðåíèþ ñîñòîÿíèå

|φp,ε〉 ⇒ φp,ε(x) =

√
ε

π1/4
√
~

e−
ε2x2

2~2 +i px~ .

‖p̂|φp,ε〉 − p|φp,ε〉‖ =
[∫ ∞
−∞

dx
ε5x2

√
π~3

e−
ε2x2

~2
]1/2

=
ε√
2
< ε.

Íà îñè ñïåêòðà èìïóëüñà −∞ < p <∞ íàíåñåì ñåòêó pn = nδ(ε), n = 0,±1, . . . , îïðåäå-

ëÿþùóþ ñ÷åòíóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ φpn,ε(x).

Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈φpn,ε|φpm,ε〉 =

∫ ∞
−∞

dxφpn,ε(x)φpm,ε(x) = e−
δ2(ε)

4ε2
(n−m)2 .

Åñëè âûáðàòü δ(ε) = c
√
ε, òîãäà 〈φpn,ε|φpm,ε〉 → δn,m ïðè ε→ 0 (îðòîíîðìèðîâàííîñòü).

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó

|φ〉 =
∑
n

cn|φpn,ε〉 ⇒ φ(x) =
∑
n

cnφpn,ε(x). (6)

Ïåðåïèøåì (6) (âûáðàâ c =
√

2
√
π) â âèäå

φ(x) =
∑
n

cnφpn,ε(x) =
∑
n

δ(ε)cn
1√

2ε
√
π
φpn,ε(x)

ε→0−→
∫

dpc(p)Φp(x),

çäåñü

Φp(x) = lim
ε→0

1√
2π~

e−
ε2x2

2~2 +i px~ =
1√
2π~

ei px~ .
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Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè Φp(x) àáñòðàêòíîå ñîñòîÿíèå èç îñíàùåííîãî ãèëü-

áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

Φp(x)⇒ ‖p〉,

òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

〈p1‖p2〉 = δ(p1 − p2), (îðòîíîðìèðîâàííîñòü íà δ-ôóíêöèþ),

|φ〉 =

∫
dpc(p)‖p〉 → Î =

∫
dp‖p〉〈p‖, (ðàçëîæåíèå åäèíèöû).

Åñëè òåïåðü ïîñòàâèòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìïóëüñà ñëåäóþùèì îáðàçîì

p̂‖p〉 = p‖p〉

èëè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

−i~∂xΦp(x) = pΦp(x), Φp(x) ∈ H−,Φ′q(x) ∈ H−,

òî ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå

−∞ < p <∞, Φp(x) = Ceipx/~

è èç óñëîâèÿ 〈p1‖p2〉 = δ(p1 − p2) ïîëó÷àåì C = 1/
√

2π~.

Êðàéíå âàæíîå ñîîòíîøåíèå

〈p‖q〉 =
1√
2π~

∫ ∞
−∞

dxe−ipx/~δ(x− q) =
e−ipq/~
√

2π~
.

Ïîñòðîèì èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé, íå îáðàùàÿñü ê êîì-

ìóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì. Ïîñòàâèì âî ãëàâó ñâîéñòâà îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèé

êîîðäèíàòû è èìïóëüñà

q̂‖q〉 = q‖q〉, p̂‖p〉 = p‖p〉

Î =

∫
dq ‖q〉〈q‖, Î =

∫
dp ‖p〉〈p‖

〈q‖p〉 =
eiqp

√
2π

~ = 1

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå àáñòðàêòíîãî âåêòîðà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà |φ〉 ñ

îáîáùåííûì ñîñòîÿíèåì 〈p‖

ϕ(p) = 〈p‖φ〉.
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Ýòà âåëè÷èíà � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà −∞ < p <∞, òî åñòü

êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Òàê êàê∫
dp ϕ̄(p)ϕ(p) =

∫
dp 〈p‖φ〉〈p‖φ〉 =

∫
dp 〈φ‖p〉〈p‖φ〉 = 〈φ| Î|φ〉 = 〈φ|φ〉,

òî ýòà ôóíêöèÿ ñ ñóììèðóåìûì êâàäðàòîì.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈φ1|φ2〉 =

∫
dp 〈φ1‖p〉〈p‖φ2〉 =

∫
dp 〈p‖φ1〉〈p‖φ2〉 =

∫
dp ϕ̄1(p)ϕ2(p).

Äåéñòâèå îïåðàòîðà êîîðäèíàòû

q̂|φ〉 ⇒ 〈p‖q̂|φ〉 =

∫
dp1 〈p‖q̂‖p1〉〈p1‖φ〉 =

∫
dp1dq 〈p‖q̂‖q〉〈q‖p1〉〈p1‖φ〉 =∫

dp1

2π
dq qϕ(p1)ei(p1−p)q = i∂p

∫
dp1

2π
dq ϕ(p1)ei(p1−p)q = i∂p

∫
dp1

2π
ϕ(p1)2πδ(p1 − p) = i∂pϕ(p).

Äåéñòâèå îïåðàòîðà èìïóëüñà

p̂|φ〉 ⇒ 〈p‖p̂|φ〉 = p · ϕ(p).

Ãàìèëüòîíèàí

Ĥ|φ〉 ⇒ p2

2m
ϕ(p) +

∫
dp1

2π
ϕ(p1)

∫
dq U(q)ei(p1−p)q.

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

φ(x) = 〈x‖φ〉.

Ïåðåõîä îò èìïóëüñíîãî ê êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ

φ(x) = 〈x‖φ〉 =

∫
dp 〈x‖p〉〈p‖φ〉 =

∫
dp√
2π

ϕ(p)eipx

� ïðîñòî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

X. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà

Îáîáùèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà ñèòóàöèþ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ñòàâèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â îñíàùåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ô‖φ〉 = λ‖φ〉.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
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• äèñêðåòíûå λn (êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî), ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ |φn〉 èç ãèëü-

áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà;

• íåïðåðûâíûå λ ∈ CEV ⊂ R (CEV - ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé),

îáîáùåííûå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ |φλ〉 èç îñíàùåííîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ñâîéñòâà îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé

i. îðòîíîðìèðîâàííîñòü

〈φn|φm〉 = δnm, 〈φn‖φλ〉 = 0, 〈φλ‖φµ〉 = δ(λ− µ), λ, µ ∈ CEV

ii. ðàçëîæåíèå åäèíèöû

Î =
∑
n

|φn〉〈φn|+
∫
CEV

dλ‖φλ〉〈φλ‖.

iii. ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà Ô

Ô =
∑
n

λn|φn〉〈φn|+
∫
CEV

dλλ‖φλ〉〈φλ‖.

Îïðåäåëèì ïðîåêòîð

Êµ =
∑

n:λn<µ

|φn〉〈φn|+
∫
CEV

⋂
{λ<µ}

dλ‖φλ〉〈φλ‖.

Òåîðåìà î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ñåïàðàáåëü-

íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü äàí ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð Ô â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà:

1. Ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå åäèíèöû Êλ,−∞ < λ < ∞, ò.å. ñåìåéñòâî ñàìîñîïðÿ-

æåííûõ ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðîâ Êλ â ïðîñòðàíñòâå H, çàâèñÿùèõ îò âåùåñòâåí-

íîãî ïàðàìåòðà λ è îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

a. ÊλÊµ = ÊµÊλ = Êλ ïðè λ 6 µ;

b. Êλ+0 = Êλ â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè, ò.å. äëÿ ëþáîãî |φ〉 ∈ H âûïîë-

íåíî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå lim
ε→+0

Êλ+ε|φ〉 = Êλ|φ〉 ïî íîðìå H;

c. â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè lim
λ→−∞

Êλ = 0, lim
λ→+∞

Êλ = Î;
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d. åñëè ∆ = (λ1, λ2] - ïîëóèíòåðâàë âåùåñòâåííîé îñè, −∞ < λ1 < λ2 < +∞

è Ê(∆) = Êλ2 − Êλ1 , òî Ê(∆)H ⊂ DO è äëÿ |φ〉 ∈ Ê(∆)H èìåþò ìåñòî

íåðàâåíñòâà

λ1〈φ|φ〉 6 〈φ|Ô|φ〉 6 λ2〈φ|φ〉,

à òàêæå îöåíêà ‖(Ô − λÎ)|φ〉‖ 6 (λ2 − λ1)‖|φ〉‖ ïðè λ ∈ ∆, îçíà÷àþùàÿ, ÷òî

âåêòîðû èç Ê(∆)H ïðè ìàëîì ∆ � ïî÷òè ñîáñòâåííûå âåêòîðà îïåðàòîðà Ô

ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ∈ ∆;

e. îïåðàòîð Ô âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñåìåéñòâó {Êλ} ôîðìóëîé

Ô =

∫ ∞
−∞

λdÊλ,

êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð |φ〉 ∈ H ïðèíàäëåæèò DO òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñõîäèòñÿ èíòåãðàë∫ +∞

−∞
λ2d〈φ|Êλ|φ〉 =

∫ +∞

−∞
λ2d‖Êλ|φ〉‖2 <∞,

ïðè÷åì ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ðàâíà ‖Ô|φ〉‖2 è, êðîìå òîãî

Ô|φ〉 =

∫ +∞

−∞
λd(Êλ|φ〉),

ãäå èíòåãðàë íàäî ïîíèìàòü êàê lim
α→−∞

lim
β→+∞

β∫
α
λd(Êλ|φ〉) ïî íîðìå â H, à èí-

òåãðàëû ïî êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó åñòü ïðîñòî ïðåäåëû ñâîèõ èíòåãðàëüíûõ

ñóìì ïî íîðìå â H è äàæå ðàâíîìåðíûå ïî âñåì |φ〉 ñ ‖|φ〉‖ < 1.

2. Ðàçëîæåíèå åäèíèöû, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè a.-e., åäèíñòâåííî.

XI. Ïðÿìîóãîëüíàÿ ÿìà

Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó î äâèæåíèè ÷àñòèöû ïî ïðÿ-

ìîé (−∞ < q < ∞) â ïðîèçâîëüíîì (ïî÷òè ïðîèçâîëüíîì) ïîòåíöèàëå ê ðåøåíèþ

îáûêíîâåííîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

U(q)

q

E1

E2 Ĥ =
1

2m
p̂2 + U(q̂)

êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ĥ = − ~2

2m
∂2
x + U(x)
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Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà

− ~2

2m
∂2
xφn(x) + U(x)φn(x) = Enφn(x).

Åñëè êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå ïðèíöèïèàëüíî ôèíèòíîå, òî ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ

îáû÷íî ïðèíàäëåæàò ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó, åñëè æå èíôèíèòíîå, òî â îñíîâíîì,

ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåïðåðûâåí, à ñîáñòâåííûå ñîñòîÿ-

íèÿ � îáîáùåííûå. Êàê ðåøàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ íå

èçâåñòíî. Îäíàêî, åñòü ðÿä î÷åíü ïîëåçíûõ òåîðåì, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè îãðàíè-

÷åíèÿìè íà âèä ïîòåíöèàëà U(x), êîòîðûå îïðåäåëÿþò õàðàêòåð è ñòðóêòóðó ñïåêòðà

En è ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé φn(x) (ñì., íàïðèìåð, Ô.À.Áåðåçèí, Ì.À.Øóáèí,

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ãëàâà 2). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò êëàññû ïîòåíöèàëîâ, êîãäà

âîçìîæíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (ìîæíî ñïðîñèòü ó È.Ì.Êðè÷åâåðà).

Ìû æå ðàññìîòðèì, íó, î÷åíü ïðîñòóþ çàäà÷ó. So: ïðÿìîóãîëüíàÿ ÿìà:

q

U(q)

U0

E

n1 n2 n3

−a a ε→ 0

n1 n3 − ~2

2m
∂2
xφ(x) + U0φ(x) = Eφ(x)(

∂2
u − κ2

)
φ(u) = 0,κ2 =

2ma2(U0 − E)

~2
, x = au

n2 − ~2

2m
∂2
xφ(x) = Eφ(x)(

∂2
u + k2

)
φ(u) = 0, k2 =

2ma2E

~2

Ó íàñ åñòü óðàâíåíèÿ âî âñåõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ïðîñòî ðåøàþòñÿ. Íóæíî

óìåòü ñøèâàòü ðåøåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà u = ±1. Ïîíÿòíî, ÷òî ðåàëüíûé ïîòåíöè-

àë äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ãëàäêèì (ñì. ðèñ.). Ìîäåëüíûé ïîòåíöèàë ïîëó÷àåòñÿ èç

ðåàëüíîãî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ε → 0. Â ñëó÷àå ãëàäêîãî ïîòåíöèàëà ôóíêöèÿ φ(x)

äîëæíà áûòü äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé (÷òîáû ðåøàåìîå óðàâíåíèå èìåëî ñìûñë).

ßñíî, ÷òî ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå äîëæíà ñîõðàíèòüñÿ, êàê ìèíèìóì, íåïðåðûâíîñòü

âîëíîâîé ôóíêöèè φ(x). ×òî æå êàñàåòñÿ ïðîèçâîäíîé, åå ïîâåäåíèå ìîæíî âîññòàíî-

âèòü èç ñàìîãî óðàâíåíèÿ, ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî âáëèçè îñîáîé òî÷êè x0:

− ~2

2m

∫ x0+ε/2

x0−ε/2
dx ∂2

xφ(x) =

∫ x0+ε/2

x0−ε/2
dx (E − U(x))φ(x).

Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå U(x) - îãðàíè÷åíà, à φ(x) - íåïðåðûâíà, â ïðåäåëå

ε→ 0 ïîëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíîé è ïðîèçâîäíàÿ âîëíîâîé ôóíêöèè

∂xφ(x0 + 0)− ∂xφ(x0 − 0) = 0.

Òåïåðü çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü, íî: ëó÷øå åùå íåìíîãî ïîäóìàòü.
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Îïðåäåëèì îïåðàòîð P̂ :

P̂ φ(x) = φ(−x).

Ïîäåéñòâóåì ýòèì îïåðàòîðîì íà ðåøàåìóþ çàäà÷ó è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî â

íàøåì ñëó÷àå [P̂ , Ĥ] = 0:

P̂ Ĥφn(x) = P̂Enφn(x), Ĥ
(
P̂ φn(x)

)
= En

(
P̂ φn(x)

)
.

Òîãäà âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàêèå φn(x) (ýòî óòâåðæäåíèå íóæíî äîêàçàòü), ÷òî

P̂ φn(x) = cnφn(x).

Îòñþäà ñëåäóåò öåïî÷êà ðàâåíñòâ

φn(x) = P̂ P̂ φn(x) = P̂ cnφn(x) = c2
nφn(x), cn = ±1.

So: ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà, êîòîðûé èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê

çàìåíå x→ −x, ìîæíî âûáðàòü ëèáî ÷åòíûìè, ëèáî íå÷åòíûìè.

Îãðàíè÷èìñÿ íàõîæäåíèåì ñïåêòðà ýíåðãèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé (0 < E < U0).

×åòíûå ñîñòîÿíèÿ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ â îáëàñòè −a < x < a

φ(u) = C1 cos ku,

äëÿ îáëàñòè x > a

φ(u) = C2e−κu + C3eκu,

ïðè÷åì ñëåäóåò ñ÷èòàòü C3 = 0, èíà÷å φ(x) /∈ L2(−∞ < x <∞, dx).

Óñëîâèÿ ñøèâêè

C1 cos k = C2e−κ, C1k sin k = C2κe−κ.

Íàëè÷èå íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ

ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

tgk =
κ
k
.

×òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, åãî óäîáíî ïðåäñòàâèòü â äðóãîì

âèäå

cos k = ±βk, tgk > 0, β =
~

a
√

2mU0

.
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Ðèñ. 5: êîðíè kn äëÿ ÷åòíûõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ïðè β = 1/16.

Ðèñ. 6: êîðíè kn äëÿ íå÷åòíûõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ïðè β = 1/16.

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ kn îïðåäåëÿþò ñïåêòð ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé En =
~2k2

n

2ma2
.

Íå÷åòíûå ñîñòîÿíèÿ.

Ïðîïóñêàÿ âûêëàäêè, ïèøåì îòâåò

sin k = ±βk, tgk < 0.

Åñòü åùå îäèí ïðîñòîé ìîäåëüíûé ïîòåíöèàë, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîíèìà-

íèÿ âàæíûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ (ðàñùåïëåíèå óðîâíåé, òóííåëèðîâàíèå,

ðàñïàä êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ). Ýòî ïîòåíöèàë âèäà

U(q) = αδ(q),

ãäå δ(q) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà.

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ òàêîãî ïîòåíöèàëà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, êðîìå

òî÷êè x = 0, ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

− ~2

2m
∂2
xφ(x) = Eφ(x), x 6= 0.
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Â òî÷êå x = 0 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà

φ(+0) = φ(−0) = φ(0),

à ïðîèçâîäíàÿ èñïûòûâàåò ñêà÷îê

− ~2

2m

∫ +0

−0

dx ∂2
xφ(x) = −α

∫ +0

−0

dx δ(x)φ(x), ∂xφ(+0)− ∂xφ(−0) =
2mα

~2
φ(0).

XII. Ñîõðàíÿþùèåñÿ íàáëþäàåìûå

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè êðàéíå âàæíóþ ðîëü èãðàþò èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, òî åñòü

íàáëþäàåìûå, ñîõðàíÿþùèå ñâîå çíà÷åíèå â ïðîöåññå ýâîëþöèè ñèñòåìû. Êâàíòîâàÿ

òåîðèÿ òðåáóåò äðóãîãî îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t0 ïðîèçâåäåíî èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé Ô è ðåçóëü-

òàòîì èçìåðåíèÿ îêàçàëîñü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λn. Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè

t > t0 èçìåðåíèå òîé æå íàáëþäàåìîé ñ äîñòîâåðíîñòüþ äàåò òî æå çíà÷åíèå

íàáëþäàåìîé λn, òî òàêàÿ íàáëþäàåìàÿ íàçûâàåòñÿ ñîõðàíÿþùåéñÿ.

Ðàñøèôðîâàâ ýòî îïðåäåëåíèå, ïîëó÷èì êðèòåðèé òîãî, ÷òî íàáëþäàåìàÿ � ñîõðàíÿþ-

ùàÿñÿ. Èòàê:

ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t0 ïðîèçâåäåíî èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé Ô è ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ

îêàçàëîñü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λn

Ô|φn(t0)〉 = λn|φn(t0)〉,

åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t > t0 (ñèñòåìà ïðîýâîëþöèîíèðîâàëà ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Øðåäèí-

ãåðà, ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ çà ìàëîå âðåìÿ t− t0 = ∆t→ 0)

|φn(t)〉 = |φn(t0)〉 − i∆tĤ|φn(t0)〉,

èçìåðåíèå òîé æå íàáëþäàåìîé ñ äîñòîâåðîñòüþ äàåò òî æå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé λn

Ô|φn(t)〉 = λn|φn(t)〉,

òî. . . îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ÔĤ|φn(t0)〉 = λnĤ|φn(t0)〉 = Ĥλn|φn(t0)〉 = ĤÔ|φn(t0)〉.

Òàê êàê |φn(t0)〉 - ëþáîå ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå íàáëþäàåìîé Ô, òî íà îïåðàòîðíîì óðîâíå

ÔĤ − ĤÔ = [Ô, Ĥ] = 0.

So:
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íàáëþäàåìàÿ ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè îíà êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì ôèçè-

÷åñêîé ñèñòåìû.

XIII. Ïîëíûé íàáîð íàáëþäàåìûõ

Âîïðîñ: êàêóþ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ èíôîðìàöèþ (äîñòîâåðíóþ) ìîæíî ïîëó-

÷èòü â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ?

Åñëè íàáëþäàåìûå Ô1, . . . , Ôs îäíîâðåìåííî èçìåðèìû è åñëè âñÿêàÿ íàáëþ-

äàåìàÿ, èçìåðèìàÿ îäíîâðåìåííî ñ Ô1, . . . , Ôs, - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò ýòèõ

âåëè÷èí, òî íàáëþäàåìûå Ô1, . . . , Ôs îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð. Íàòóðàëüíîå

÷èñëî s - ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Ëþáóþ íàáëþäàåìóþ ìîæíî èçìåðèòü ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ èëè, ïî-

äðóãîìó, åå íåîïðåäåëåííîñòü â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìà-

ëîé. Òåïåðü ïóñòü èçìåðÿþòñÿ îäíîâðåìåííî äâå íàáëþäàåìûå.

Íàéäåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó íåîïðåäåëåííîñòÿìè äâóõ íàáëþäàåìûõ ïðè èçìåðåíèè

ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |φ〉. Åñëè ïîâòîðèòü âûâîä, êîòîðûé áûë ïðîâåäåí ïðè èññëå-
äîâàíèè ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè Ãàéçåíáåðãà, òî îêàæåòñÿ, ÷òî

∆φO1 ·∆φO2 >
1

2
|〈φ|[Ô1, Ô2]|φ〉|.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè äâå íàáëþäàåìûå íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì, îäíîâðå-

ìåííîå èõ èçìåðåíèå â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âîçìîæíî.

Íåîáõîäèìî, ÷òîáû íàáëþäàåìûå èç ïîëíîãî íàáîðà êîììóòèðîâàëè, äîñòàòî÷íî ëè

ýòîãî? Ãëàâíîå, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè èçìåðåíèè ýòî òî, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïå-

ðåõîäèò (èëè ïî÷òè ïåðåõîäèò) â ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå íàáëþäàåìîé. Ïîýòîìó åñëè

ó íàáëþäàåìûõ åñòü îáùàÿ (åäèíàÿ) ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé, òî âûâåñòè îä-

íîâðåìåííî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîêàçàíèÿ íà øêàëó ïðèáîðà � äåëî òåõíèêè. Äîêàæåì

äîñòàòî÷íîñòü, äîêàçàâ óòâåðæäåíèå: äëÿ äâóõ êîììóòèðóþùèõ íàáëþäàåìûõ ñóùå-

ñòâóåò îáùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé.

Óïðàæíåíèå ïî ëèíåéíîé àëãåáðå. Ïóñòü |φn,α〉 � ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ íàáëþäàåìîé Ô1 ñ

ñîáñòâåíííûì çíà÷åíèåì λn. Çäåñü α = 1, . . . , N, è ðàçíûå ïî α ñîñòîÿíèÿ îòâå÷àþò îäíîìó è

òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λn (ñîñòîÿíèÿ âûðîæäåíû ñî ñòåïåíüþ âûðîæäåíèÿ N).

Ô1|φn,α〉 = λn|φn,α〉, α = 1, . . . , N. (7)
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Ïîäåéñòâóåì íàáëþäàåìîé Ô2, êîòîðàÿ êîììóòèðóåò ñ Ô1, íà ýòî óðàâíåíèå

Ô2Ô1|φn,α〉 = Ô2λn|φn,α〉,

Ô1

(
Ô2|φn,α〉

)
= λn

(
Ô2|φn,α〉

)
.

Ñðàâíèâ ñ (7), çàêëþ÷àåì, ÷òî

Ô2|φn,α〉 = cαβ|φn,β〉, (8)

çäåñü ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå, cαβ - ýðìèòîâà ìàòðèöà

(äåéñòâèòåëüíî, cαβ = 〈φn,β|Ô2|φn,α〉 è cαβ = c̄β,α). Îïðåäåëèì íîâîå ñîñòîÿíèå

|ϕn,α〉 = Uαβ|φn,β〉,

ãäå Uαβ � ïîêà ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òîãäà óðàâíåíèå (8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå

Ô2|ϕn,α〉 = (UcU−1)αβ|ϕn,β〉.

Òàê êàê ìàòðèöà c - ýðìèòîâà, òî âñåãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà U , ÷òî ìàò-

ðèöà UcU−1 - äèàãîíàëüíàÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè µα, α = 1, . . . , N .

Âîçüìåì òàêóþ ìàòðèöó, òîãäà

Ô2|ϕn,α〉 = µα|ϕn,α〉, ñóììèðîâàíèÿ ïî α íåò,

òî åñòü |ϕn,α〉 � ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðà Ô2. Íî ýòè æå ñîñòîÿíèÿ � äðóãèå, íî ñîá-

ñòâåííûå, ñîñòîÿíèÿ è íàáëþäàåìîé Ô1. Îíè íè ÷åì íå õóæå ñîñòîÿíèé |φn,α〉: èç-çà óíèòàðíî-
ñòè ìàòðèöû U îíè òàêæå îðòîíîðìèðîâàíû è äëÿ íèõ åñòü ðàçëîæåíèå åäèíèöû. Óòâåðæäå-

íèå äîêàçàíî: äëÿ äâóõ êîììóòèðóþùèõ íàáëþäàåìûõ ñóùåñòâóåò îáùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåí-

íûõ ñîñòîÿíèé.

Íàáëþäàåìûå Ô1, . . . , Ôs îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îïåðàòîðû Ô1, . . . , Ôs ïåðåñòàíîâî÷íû ìåæäó ñîáîé.

Çàìå÷àíèå.

Äëÿ äàííîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ðàçíûå ïîëíûå íàáîðû íàáëþäàåìûõ.

XIV. Èçìåðåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ÷àñòèöó â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (d = 3). Ïóñòü

qx, qy, qz - åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, à px.py, pz - ñîîòâåòñòâóþùèå èì îáîáùåííûå èì-

ïóëüñû. Òîãäà êëàññè÷åñêàÿ íàáëþäàåìàÿ - ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ
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ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýòî ïñåâäîâåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè

M cl
x = qypz − qzpy, M cl

y = qzpx − qxpz, M cl
z = qxpy − qypx,

èëè â äðóãîé ôîðìå

M cl
i = εijkqjpk, i, j, k = x, y, z,

ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå, à εijk - ïîëíîñòüþ

àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà, ïðè÷åì εxyz = 1.

Ïðîâåäåì êâàíòîâàíèå

M̂x = q̂yp̂z − q̂zp̂y, M̂y = q̂zp̂x − q̂xp̂z, M̂z = q̂xp̂y − q̂yp̂x,

ãäå q̂i, p̂i, i = x, y, z - ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ, äëÿ êîòîðûõ

ñïðàâåäëèâû êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[q̂i, p̂j] = iδij Î, [q̂i, q̂j] = [p̂i, p̂j] = 0, i, j = x, y, z.

Âîïðîñ � 1. Ìîæíî ëè â êâàíòîâîé òåîðèè èçìåðèòü ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû? Òî

åñòü îäíîâðåìåííî èçìåðèòü òðè êîìïîíåíòû M̂x, M̂y, M̂z. Îòâåò äàåò âû÷èñëåíèå êîì-

ìóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé

[M̂x, M̂y] = [q̂yp̂z − q̂zp̂y, q̂zp̂x − q̂xp̂z] = q̂yp̂x[p̂z, q̂z] + p̂y q̂x[q̂z, p̂z] = q̂xp̂yi− q̂yp̂xi = iM̂z.

So: â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî èçìåðèòü ëèøü îäíó êîìïîíåíòó ìîìåíòà

èìïóëüñà (áóäåì èçìåðÿòü M̂z). Îäíàêî, ìîæíî ïðîâåðèòü èëè ñîîáðàçèòü, ÷òî íàðÿäó

ñ îäíîé êîìïîíåíòîé ìîæíî èçìåðèòü è êâàäðàò ìîìåíòà èìïóëüñà M̂2 = M̂2
x+M̂2

y +M̂2
z

[M̂2, M̂z] = M̂x[M̂x, M̂z] + [M̂x, M̂z]M̂x + M̂y[M̂y, M̂z] + [M̂y, M̂z]M̂y =

M̂x(−iM̂y) + (−iM̂y)M̂x + M̂y(iM̂x) + (iM̂x)M̂y = 0, Q.E.D.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îáùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé îïåðàòîðîâ M̂z è M̂
2,

êîòîðóþ íàðÿäó ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè m è µ, ñîîòâåòñòâåííî, íóæíî îïðåäåëèòü:

M̂z|m,µ〉 = m|m,µ〉,

M̂2|m,µ〉 = µ|m,µ〉.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âìåñòî ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ M̂x, M̂y îïðåäåëèì îïå-

ðàòîðû

M̂+ = M̂x + iM̂y, M̂− = M̂x − iM̂y.

Â íîâûõ òåðìèíàõ

[M̂z, M̂±] = ±M̂±, [M̂+, M̂−] = 2M̂z,

M̂2 = M̂+M̂− + M̂2
z − M̂z = M̂−M̂+ + M̂2

z + M̂z, [M̂2, M̂±] = [M̂2, M̂z] = 0.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êâàäðàòà ìîìåíòà µ è äîêàæåì ðÿä óòâåð-

æäåíèé

1. Êâàäðàò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü z íå ïðåâîñõîäèò

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ êâàäðàòà ìîìåíòà m2 6 µ

µ = 〈m,µ|M̂2|m,µ〉 = 〈m,µ|M̂2
x |m,µ〉+ 〈m,µ|M̂2

y |m,µ〉+m2 > m2,

2. Ïóñòü |m,µ〉 ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà M̂z ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì m. Òîãäà

M̂+|m,µ〉 òîæå ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå ýòîãî îïåðàòîðà (ìîæåò áûòü íå íîðìèðîâàííîå

íà åäèíèöó) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì m+ 1.

M̂z|m,µ〉 = m|m,µ〉, M̂+M̂z|m,µ〉 = M̂zM̂+|m,µ〉 − M̂+|m,µ〉 = mM̂+|m,µ〉,

èëè M̂z M̂+|m,µ〉 = (m+ 1)M̂+|m,µ〉, Q.E.D.

3. Ïóñòü |m,µ〉 ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà M̂z ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì m. Òîãäà

M̂−|m,µ〉 òîæå ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå ýòîãî îïåðàòîðà (ìîæåò áûòü íå íîðìèðîâàííîå

íà åäèíèöó) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì m− 1.

Âñïîìèíàÿ êâàíòîâàíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà

ñîñòîÿíèÿ |mmin, µ〉 è |mmax, µ〉, òàêèå ÷òî

M̂−|mmin, µ〉 = 0, M̂+|mmax, µ〉 = 0.

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

0 = M̂+M̂−|mmin, µ〉 = (M̂2 − M̂2
z + M̂z)|mmin, µ〉 = [µ−mmin(mmin − 1)]|mmin, µ〉,

0 = M̂−M̂+|mmax, µ〉 = (M̂2 − M̂2
z − M̂z)|mmax, µ〉 = [µ−mmax(mmax + 1)]|mmax, µ〉,
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èëè

mmin(mmin − 1) = j(j + 1),

µ = j(j + 1),

ãäå j = mmax. Ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ mmin = −j. Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ìîæíî

ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíûì äåéñòâèåì îïåðàòîðà M̂− íà ñîñòîÿíèå |mmax, µ〉, ïîýòîìó
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ m ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ j, j − 1, . . . ,−j + 1,−j. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
2j = n, ãäå n - íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî åäèíè÷íûõ øàãîâ îò j äî −j.

So: ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êâàäðàòà ìîìåíòà èìïóëüñà

µ = j(j + 1), j = 0, 1/2, 1, 3/2, 2 . . . ,

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè ìîìåíòà íà âûäåëåííóþ îñü ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà-

÷åíèè êâàäðàòà ìîìåíòà

m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j,

(ñîñòîÿíèÿ ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì êâàäðàòà ìîìåíòà 2j + 1-êðàòíî âûðîæäåíû).

Íåìíîãî èçìåíèì îáîçíà÷åíèÿ

|m,µ〉 ⇒ |m, j〉.

Íàéäåì ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþùèå èçìåðåíèþ ïðîåêöèè è êâàäðàòà ìî-

ìåíòà èìïóëüñà.

Çàïèøåì ñâÿçü ìåæäó ñîáñòâåííûìè ñîñòîÿíèÿìè, ñ÷èòàÿ èõ íîðìèðîâàííûìè íà åäèíèöó

M̂−|m, j〉 = cm,j |m− 1, j〉.

Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè cm,j

c̄m,jcm,j = 〈m, j|M̂+M̂−|m, j〉 = 〈m, j|M̂2−M̂2
z +M̂z|m, j〉 = j(j+1)−m2+m = (j+m)(j+1−m).

Îòñþäà ïîëó÷àåì

M̂−|m, j〉 =
√

(j +m)(j + 1−m)|m− 1, j〉.
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

M̂−|j, j〉 =
√

2j · 1|j − 1, j〉,

M̂2
−|j, j〉 =

√
2j · 1M̂−|j − 1, j〉 =

√
2j · (2j − 1) · 1 · 2|j − 2, j〉,

M̂3
−|j, j〉 =

√
2j · (2j − 1) · (2j − 2) · 1 · 2 · 3|j − 3, j〉,

. . .

M̂m
− |j, j〉 =

√
2j(2j − 1) . . . (2j −m+ 1) · 1 · 2 . . .m|j −m, j〉 =

√
(2j)!m!

(2j −m)!
|j −m, j〉.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|m, j〉 =

√
(j +m)!

(2j)!(j −m)!
M̂ j−m
− |j, j〉,

ãäå íîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå |j, j〉 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

M̂+|j, j〉 = 0, 〈j, j|j, j〉 = 1.

Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå.

|φ〉 ⇒ φ(x, y, z),

∫
R3

dxdydz φ̄(x, y, z)φ(x, y, z) <∞

〈φ| ⇒ φ̄(x, y, z)

〈φ1|φ2〉 =

∫
R3

dxdydz φ̄1(x, y, z)φ2(x, y, z)

q̂x|φ〉 ⇒ xφ(x, y, z), q̂y|φ〉 ⇒ yφ(x, y, z), q̂z|φ〉 ⇒ zφ(x, y, z)

p̂x|φ〉 ⇒ −i∂xφ(x, y, z), p̂y|φ〉 ⇒ −i∂yφ(x, y, z), p̂z|φ〉 ⇒ −i∂zφ(x, y, z)

Îïåðàòîð ìîìåíòà èìïóëüñà

~̂M |φ〉 ⇒ −i[~r × ~∂]φ(~r), ~r = (x, y, z), ~∂ = (∂x, ∂y, ∂z).

Ïåðåéäåì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì

�
�
�
�

x

y

z

��
�
��*

HHH
HHHj

H
HH

H
H

�
��

��:

θ
ϕ

r
��* ~eϕ��:
~er

A
AU

PPPPPPP

��
��

��

~eϕ

~eθHH
HH

HH
?
�

dϕ

A dθ

dlθ

dlϕ

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ

0 < r <∞, 0 6 θ < π, 0 6 ϕ < 2π

~r = r~er

~∂ = ~er
∂

∂lr
+ ~eθ

∂

∂lθ
+ ~eϕ

∂

∂lϕ
= ~er∂r + ~eθ

1

r
∂θ + ~eϕ

1

r sin θ
∂ϕ

i ~̂M = ~eϕ∂θ − ~eθ
1

sin θ
∂ϕ

~eθ = −~ez sin θ + cos θ(~ex cosϕ+ ~ey sinϕ), ~eϕ = −~ex sinϕ+ ~ey cosϕ
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Òåïåðü ïðîñòî ïîëó÷èòü, ÷òî

M̂x = i sinϕ∂θ + ictgθ cosϕ∂ϕ, iM̂y = cosϕ∂θ + ictgθ i sinϕ∂ϕ, M̂z = −i∂ϕ.

So: â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

M̂+ = eiϕ(∂θ + ictgθ∂ϕ), M̂− = e−iϕ(−∂θ + ictgθ∂ϕ), M̂z = −i∂ϕ,

êâàäðàò ìîìåíòà èìïóëüñà

M̂2 = M̂+M̂− + M̂2
z − M̂z = −

[
∂2
θ + ctgθ ∂θ +

1

sin2 θ
∂2
ϕ

]
.

Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîñòîÿíèÿ

−i∂ϕYm,l(θ, ϕ) = mYm,l(θ, ϕ), (9)

−
[
∂2
θ + ctgθ ∂θ +

1

sin2 θ
∂2
ϕ

]
Ym,l(θ, ϕ) = l(l + 1)Ym,l(θ, ϕ). (10)

Òàê êàê íàáëþäàåìûõ M̂z, M̂
2 íåäîñòàòî÷íî äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïîëíîãî íàáîðà èçìå-

ðÿåìûõ, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðè èçìåðåíèè ýòèõ íàáëþäàåìûõ ñîäåðæèò ïðîèçâîë (íå

îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè îò êîîðäèíàòû r). Ïîýòîìó ñîñòîÿíèþ

|m, j〉 ≡ |m, l〉 ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèÿ òîëüêî îò óãëîâ Ym,l(θ, ϕ) ñ åñòåñòâåí-

íûì óñëîâèåì íîðìèðîâêè∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θȲm,l(θ, ϕ)Ym,l(θ, ϕ) = 1.

Ðåøèì ïðîñòîå óðàâíåíèå (9)

Ym,l(θ, ϕ) = Θm,l(θ)
eimϕ

√
2π
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ φ(~r) = f(r)Ym,l(θ, ϕ) áûëà ôóíêöèåé íà R3, íåîáõî-

äèìî ÷òîáû Ym,l(θ, 0) = Ym,l(θ, 2π). Îòñþäà íàõîäèì

m = 0,±1,±2, . . .

è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ïðîåêöèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà íà âûäåëåííóþ

îñü ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ

l = 0, 1, 2, . . .!
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Àëãåáðàè÷åñêîå êâàíòîâàíèå ìîìåíòà íå àïåëëèðóåò ê êîíêðåòíîìó âûðàæåíèþ îïåðà-

òîðà ìîìåíòà ÷åðåç îïåðàòîðû èìïóëüñà è êîîðäèíàòû. Îíî îñíîâàíî òîëüêî íà êîì-

ìóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó êîìïîíåíòàìè ìîìåíòà èìïóëüñà. Ïîýòîìó òàêàÿ

ñõåìà ìîæåò âûäàòü (è âûäàåò!) ½ëèøíèå� (ïîëóöåëûå) çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-

íîé ïðîåêöèè ìîìåíòà. Òàêèå óæ îíè ëèøíèå � îáñóäèì ÷óòü ïîçæå (ñïèí). Îòìå÷åííîå

ñâîéñòâî îáúÿñíÿåò ââåäåíèå áóêâû l äëÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà âìåñòî áóêâû j.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëÿåìîé èç óðàâíåíèÿ (9) ôóíêöèè Θm,l(θ) âîñïîëüçóåìñÿ

óðàâíåíèåì (10) [
∂2
θ + ctgθ ∂θ −

m2

sin2 θ

]
Θm,l(θ) = −l(l + 1)Θm,l(θ).

Ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå ìû êîíå÷íî æå íå áóäåì: îíî óæå ðåøåíî. Îñòàåòñÿ âûïèñàòü

ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Ðåøèì óðàâíåíèå íà ñòàðøèé âåêòîð |l, l〉

M̂+|l, l〉 = 0 ⇒ (∂θ + ictgθ∂ϕ)Yl,l = 0,

(∂θ − lctgθ)Θl,l = 0, Θl,l = Cl sin
l θ.

Íîðìèðîâêà

1 = C̄lCl

∫ π

0
dθ sin θ sin2l θ ≡ C̄lClJl,

Jl =

∫ 1

−1
dx (1− x2)l = −

∫ 1

−1
(d(1− x2)l)x = 2l

∫ 1

−1
dxx2(1− x2)l = 2lJl−1 − 2lJl,

Jl =
2l

2l + 1
Jl−1, J0 = 2,

Jl =
(l!)222l+1

(2l + 1)!
, Cl =

√
(2l + 1)!

l! 2l+1/2
.

Ñòàðøèé âåêòîð â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

Yl,l =

√
(2l + 1)!

π

1

l!2l+1
sinl θeilϕ.

Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ïðîåêöèè è êâàäðàòà ìîìåíòà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

Ym,l(θ, ϕ) =

√
(2l + 1)(l +m)!

π(l −m)!

1

l! 2l+1

[
e−iϕ(−∂θ + ictgθ∂ϕ)

]l−m
sinl θeilϕ.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå òàêèå ôóíêöèè (ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ) íàçû-

âàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè.
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− 0.06− 0.06 − 0.06− 0.06

− 0.06− 0.06

− 0.04− 0.04− 0.04− 0.04

− 0.04− 0.04

− 0.02 − 0.02− 0.02− 0.02

− 0.02− 0.02

0000
0.020.020.020.02

00

0.04 0.040.040.04

0.020.02

0.060.060.060.06

0.040.04

0.060.06

Ðèñ. 7: Y0,0 =
1√
4π

− 0.08− 0.08− 0.08 − 0.08

− 0.2− 0.2

− 0.02 − 0.02− 0.02− 0.02
0.04 0.040.04 0.04

0.08 0.080.080.08

− 0.1− 0.1

00

0.10.1

0.20.2

Ðèñ. 8: Y0,1 = −
√

3

4π
cos θ

− 0.04− 0.04

− 0.10 − 0.10− 0.10 − 0.10

− 0.02− 0.02
00

− 0.05− 0.05− 0.05− 0.05

0.020.02
0.040.04

00 00

0.050.050.05 0.05

0.100.10 0.100.10

Ðèñ. 9: Y±1,1 = ±
√

3

8π
sin θe±iϕ

− 0.08− 0.08 − 0.08− 0.08

− 0.3− 0.3

0.080.080.080.08

− 0.2− 0.2

− 0.1− 0.1

00

0.10.1

0.20.2

0.30.3

Ðèñ. 10: Y0,2 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1)

Íà ðèñóíêàõ ïðåäñòàâëåíà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè Ȳm,lYm,l(θ, ϕ) îáíàðóæèòü ÷àñòèöó

â ýëåìåíòå òåëåñíîãî óãëà do = dϕ dθ sin θ.

Ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ïðîåêöèåé ìîìåíòà íà

âûäåëåííóþ îñü èíîãäà îáîçíà÷àþò áóêâàìè (èñòîêè � àòîìíàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ). Òàê

ñîñòîÿíèå ñ l = 0 îáîçíà÷àþò áóêâîé s (s-ñîñòîÿíèå, îò sharp - ðåçêàÿ ñåðèÿ â àòîìíûõ



50

− 0.10− 0.10

− 0.10 − 0.10− 0.10− 0.10

− 0.05 − 0.05− 0.05 − 0.05

− 0.05− 0.05

0000

00

0.050.050.050.05

0.100.100.100.10
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Ðèñ. 11: Y±1,2 = ∓
√

15

8π
sin θ cos θe±iϕ

− 0.04− 0.04

00

− 0.10− 0.10− 0.10 − 0.10

− 0.05− 0.05− 0.05− 0.05

0.040.04

000 0

0.050.05 0.050.05
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Ðèñ. 12: Y±2,2 =

√
15

32π
sin2 θe2iϕ

ñïåêòðàõ), l = 1 � p-ñîñòîÿíèå (principal - ãëàâíàÿ), l = 2 � d-ñîñòîÿíèå (di�use - äèô-

ôóçíàÿ), l = 3 � f-ñîñòîÿíèå (fundamental - ôóíäàìåíòàëüíàÿ), äàëåå ïî ëàòèíñêîìó

àëôàâèòó (g,h,i,. . . ).

Êâàíòîâàíèå ìîìåíòà êàê êâàíòîâàíèå äâóõ îñöèëëÿòîðîâ.

Îïðåäåëèì äâå ïàðû îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

[â, â+] = [b̂, b̂+] = 1, [â, b̂] = [â+, b̂] = [â, b̂+] = [â+, b̂+] = 0.

Ïîñòðîèì ôîêîâñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì

|na, nb〉 =
1√
na!nb!

(â+)na(b̂+)nb |0a〉 ⊗ |0b〉, na, nb = 0, 1, 2, . . . ,

â|0a〉 = 0, b̂|0b〉 = 0, 〈0a|0a〉 = 〈0b|0b〉 = 1,

â+â|na, nb〉 = na|na, nb〉, b̂+b̂|na, nb〉 = nb|na, nb〉.

Åñëè îïðåäåëèòü îïåðàòîðû

M̂x =
1

2
(â+b̂+ b̂+â), M̂y =

1

2i
(â+b̂− b̂+â), M̂z =

1

2
(â+â− b̂+b̂),

òî îíè áóäóò óäîâëåòâîðÿòü êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ êîìïîíåíò ìî-

ìåíòà èìïóëüñà. À åñëè ââåñòè åùå îäèí ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

Ĵ =
1

2
(â+â+ b̂+b̂),
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òî ÷åðåç íåãî ìîæíî îïðåäåëèòü è îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòà èìïóëüñà

M̂2 = Ĵ2 + Ĵ .

Ðåøåíèå çàäà÷è îá èçìåðåíèÿ ïðîåêöèè è êâàäðàòà ìîìåíòà âî ââåäåííîì ôîêîâ-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå

|m, j〉 = |na = j +m,nb = j −m〉, j =
1

2
(na + nb) = 0, 1/2, 1, . . . .

Äåéñòâèòåëüíî,

-

6

�
�
�
�
���

a a a a aa a a a aa a a a a
a a a a aa a a a a
@
@
@
@

na

nb

j

m

Ĵ |m, j〉 =
1

2
(â+â+ b̂+b̂)|na = j +m,nb = j −m〉 = j|m, j〉

M̂2|m, j〉 = j(j + 1)|m, j〉, j = 0, 1/2, 1, . . .

M̂z|m, j〉 =
1

2
(â+â− b̂+b̂)|na = j +m,nb = j −m〉 = m|m, j〉

m =
1

2
(na − nb) = na − j, (na)min = 0, (na)max = 2j

m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j(na, nb)→ (j,m)

XV. Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîòåíöèàëå

Íàèáîëåå èíòåðåñíû ïîëíûå íàáîðû íàáëþäàåìûõ, êîòîðûå ñîäåðæàò ãàìèëüòîíèàí.

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå ïîëíûå íàáîðû ñîñòîÿò èç ñîõðàíÿþùèõñÿ íàáëþäàåìûõ. Ïîýòî-

ìó, åñëè ìû õîòèì äîïîëíèòü íàáëþäàåìûå ïðîåêöèè è êâàäðàòà ìîìåíòà äî ïîëíîãî

íàáîðà, ñîäåðæàùåãî ãàìèëüòîíèàí, íóæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû,

êîòîðûå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íà êëàññè-

÷åñêîì óðîâíå ýòî, ïðåæäå âñåãî, ÷àñòèöà, äâèæóùàÿñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå

H(~q, ~p) =
1

2m
~p2 + U(|~q|) êâàíòîâàíèå Ĥ =

1

2m
~̂p2 + U(|~̂q|),

[q̂i, p̂j] = iδij Î, [q̂i, q̂j] = [p̂i, p̂j] = 0, i, j = x, y, z.

Ïîêàæåì, ÷òî [ ~̂M, Ĥ] = 0. Íî ñäåëàåì ýòî íå ñîâñåì ïðÿìûì ñïîñîáîì:

M̂2 = M̂iM̂i = εijkεimnq̂j p̂kq̂mp̂n = q̂mp̂nq̂mp̂n − q̂np̂mq̂mp̂n = ~̂q2~̂p2 + iq̂mp̂m + (iq̂mp̂m)(iq̂np̂n),

êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå (ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû) ~̂q2 ⇒ r2, iq̂mp̂m ⇒ r∂r,

~̂p2 =
1

r2
M̂2 − 1

r
∂2
r r (11)

Òàê êàê â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð ìîìåíòà èìïóëüñà çàâèñèò ëèøü îò

óãëîâ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ è íå çàâèñèò îò r, òî

[~̂p2, M̂i] = [U(r), M̂i] = 0, òî åñòü [Ĥ, M̂i] = 0, Q.E.D.
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So: ïîëíûé íàáîð íàáëþäàåìûõ M̂z, M̂
2, Ĥ, çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåí-

íûå ñîñòîÿíèÿ

M̂z|m, l, n〉 = m|m, l, n〉,

M̂2|m, l, n〉 = l(l + 1)|m, l, n〉,

Ĥ|m, l, n〉 = En|m, l, n〉.

Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå (ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû) |m, l, n〉 ⇒ Rn,l(r)Ym,l(θ, ϕ).

Èñïîëüçóÿ (11), ïîëó÷èì

M̂zYm,l(θ, ϕ) = mYm,l(θ, ϕ), M̂2Ym,l(θ, ϕ) = l(l + 1)Ym,l(θ, ϕ),[
− 1

2mr
∂2
rr +

l(l + 1)

2mr2
+ U(r)

]
Rn,l(r) = EnRn,l(r).

Åñëè ââåñòè íîâóþ ôóíêöèþ χn,l(r) = rRn,l(r), òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò ñëå-

äóþùèé âèä[
− 1

2m
∂2
r + Ueff(r)

]
χn,l(r) = Enχn,l(r), Ueff(r) = U(r) +

l(l + 1)

2mr2
,

ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè ∫ ∞
0

dr χ̄n,l(r)χn,l(r) = 1.

Ýòî óðàâíåíèå � îäíîìåðíîå óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîñòîÿíèÿ, çàäàííîå

íà ïîëóîñè 0 < r <∞. Òàê êàê ýôôåêòèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò òîëüêî îò

êâàíòîâîãî ÷èñëà l, ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà ïî÷òè âñåãäà âûðîæäåí ñ ìèíèìàëüíîé êðàò-

íîñòüþ âûðîæäåíèÿ 2l+ 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è íà ïîëóîñè òðåáóåò ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

íà ôóíêöèþ χn,l(r) ïðè r = 0. Îíî äîëæíî ñëåäîâàòü èç óñëîâèÿ ñàìîñîïðÿæåííîñòè

ïðåäñòàâëåííîãî îïåðàòîðà. Â ðàìêàõ òåõ çàäà÷, êîòîðûå áóäóò íàñ èíòåðåñîâàòü, ýòî

óñëîâèå ôîðìóëèðóåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî

χn,l(0) = 0.

XVI. Àòîì âîäîðîäà

Àòîì âîäîðîäà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòèö � ýëåêòðîíà è ïðîòîíà, âçàèìîäåéñòâóþùèõ

ïî çàêîíó Êóëîíà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
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Êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå

(q̂e,i, q̂p,i; p̂e,i, p̂p,i), i = 1, 2, 3.

Ãàìèëüòîíèàí

Ĥ =
~̂p2
e

2me

+
~̂p2
p

2mp

− e2

|~̂qe − ~̂qp|
. (12)

Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå (âûäåëåíèå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ è äâèæåíèÿ öåí-

òðà ìàññ)

~̂Q =
me~̂qe +mp~̂qp
me +mp

, ~̂q = ~̂qe − ~̂qp

~̂P = ~̂pe + ~̂pp, ~̂p =
mp~̂pe −me~̂pp
me +mp

.

Ïðîâåðêà êàíîíè÷íîñòè

[Q̂, P̂ ] =
ime

me +mp
+

imp

me +mp
= i,

[q̂, p̂] =
imp

me +mp
+

ime

me +mp
= i,

[q̂, P̂ ] = i− i = 0,

[Q̂, p̂] =
imemp

(me +mp)2
− imemp

(me +mp)2
= 0.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

p̂2(me +mp)

2memp
+

P̂ 2

2(me +mp)
=

p̂2
emp

2me(me +mp)
+

p̂2
pme

2mp(me +mp)
− ~̂pe~̂pp
me +mp

+
p̂2
e + p̂2

p + 2~̂pe~̂pp

2(me +mp)
=

p̂2
e

2me
+

p̂2
p

2mp
.

Ãàìèëüòîíèàí ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó ãàìèëüòîíèàíîâ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ è îòíîñè-

òåëüíîãî äâèæåíèÿ

Ĥ = Hcm( ~̂P, ~̂Q) +Hrm(~̂p, ~̂q), (13)

Hcm(~P , ~Q) =
P 2

2M
, Hrm(~p, ~q) =

p2

2µ
− e2

|~q| , (14)

M = me +mp, µ =
memp

me +mp

. (15)
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Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîñòîÿíèÿ

Ĥ|ΦN〉 = EN |ΦN〉.

|ΦN〉 ≡ |Φn1,n2〉 = |φn1〉 ⊗ |ψn2〉 −→

Ĥcm|φn1〉 = εn1 |φn1〉, Ĥrm|ψn2〉 = εn2|ψn2〉, EN ≡ En1,n2 = εn1 + εn2

Òàê êàê [Ĥcm, ~̂P ] = 0, òî â êà÷åñòâå |φn1〉 ìîæíî âûáðàòü îáîáùåííûå ñîáñòâåííûå
ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà ‖~P 〉

|φn1〉 = ‖~P 〉 ⇒ ei~P ~Q

√
2π
, εn1 ≡ ε~P =

P 2

2M
.

Îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâèæåíèå ÷àñòèöû ìàññîé
memp

me +mp

â

öåíòðàëüíîì ïîëå − e
2

|~q| . Òàêàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ

Ueff

r

E > 0

E < 0

[
− 1

2µ
∂2
r + Ueff(r)

]
χn,l(r) = Enχn,l(r)

Ueff(r) = −e
2

r
+
l(l + 1)

2µr2

|ψn2〉 = |m, l, n〉 ⇒ 1

r
χn,l(r)Ym,l(θ, ϕ), εn2 = En

Èññëåäóåì ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ ñ E < 0.

0. Îáåçðàçìåðèâàíèå

r = a0u, ∂2
u −

l(l + 1)

u2
+

2µa0e
2

u
+ 2µa2

0E = 0, a0 =
1

µe2
,

(u2∂2
u − l(l + 1) + 2u− ν2u2)χ(u) = 0, E = −1

2
µe4ν2, ν > 0.

1. Àñèìïòîòèêè

u→ 0, (u2∂2
u − l(l + 1))χ(u) = 0, χ(u) = c1u

l+1 + c2u
−l, c2 = 0 (ãðàí. óñë.).

u→∞, (∂2
u − ν2)χ(u) = 0, χ(u) = C1e−νu + C2eνu, C2 = 0 (χ ∈ L2(0 < u <∞,du)).

2. Ââåäåíèå íîâîé ôóíêöèè w(u) (χ(u) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå àñèìïòîòèê íà

w(u))

χ(u) = ul+1e−νuw(u).

Óðàâíåíèå íà w(u)

uw′′ + 2(l + 1− νu)w′ + 2
(
1− ν(l + 1)

)
w = 0.
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3. Èùåì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà

w(u) =
∑
k=0

cku
k.

Ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðÿäà â óðàâíåíèå íà w(u)

ck+1 = 2
ν(k + l + 1)− 1(
k + 2(l + 1)

)
(k + 1)

ck, k = 0, 1, . . . .

4. Âîçüìåì òàêîå î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî K, ÷òî äëÿ k > K →∞

ck+1 =
2ν

k
ck, ck = (K − 1)!

(2ν)k−K

(k − 1)!
cK , k > K.

Òîãäà

w(u) =
K−1∑
k=0

cku
k +

ucK(K − 1)!

(2ν)K−1

∑
k=K

(2νu)k−1

(k − 1)!
=

=

K−1∑
k=0

cku
k − ucK(K − 1)!

(2ν)K−1

K−1∑
k=1

(2νu)k−1

(k − 1)!
+
ucK(K − 1)!

(2ν)K−1
e2νu =

= PK−1(u) +
ucK(K − 1)!

(2ν)K−1
e2νu.

5. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè cK 6= 0, òî χ(u) /∈ L2(0 < u < ∞, du). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòîãî

íå ñëó÷èëîñü, äîëæíî ñóùåñòâîâàòü òàêîå k0, k0 = 0, 1, 2, . . . , ÷òî ck0+1 = 0. Òî åñòü

ν(k0 + L+ 1) = 1, ν =
1

n
, n = 1, 2, . . . , l < n.

Ïîëó÷åííûé ïîëèíîì � îáîáùåííûé ïîëèíîì Ëàãåððà

wn,l(u) =
n−l−1∑
k=0

cku
k, ck+1 =

2

n

k + l + 1− n(
k + 2(l + 1)

)
(k + 1)

ck,

äåéñòâèòåëüíûé c0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè∫ ∞
0

du e−2u/nu2(l+1)w2
n,l(u) = 1.

Ïðîñòûå Maple-âû÷èñëåíèÿ

w1,0 = 2,

w2,0 =
1√
2

(
1− 1

2
u
)
, w2,1 =

1

2
√

6
,

w3,0 =
2

3
√

3

(
1− 2

3
u+

2

27
u2
)
, w3,1 =

8

27
√

6

(
1− 1

6
u
)
, w3,2 =

4

81
√

30
.



56

Ðèñ. 13: îðáèòàëè 1s,2s,2p Ðèñ. 14: îðáèòàëè 3s,3p,3d

Ñïåêòð àòîìà âîäîðîäà

En, ~P =
~P 2

2M
− 1

2n2
µe4, n = 1, 2, . . . .

Óðîâíè ñ äàííûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n

n2-êðàòíî âûðîæäåíû.

Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå � |m = 0, l = 0, n = 1〉

(íå âûðîæäåíî)

Ïåðâîå âîçáóæäåííîå �

|m = 0, l = 0, n = 2〉, |m = 0, l = 1, n =

2〉, |m = ±1, l = 1, n = 2〉

Íà ðèñóíêàõ (13), (14) èçîáðàæåíà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè χ2
n,l(u) îáíàðóæèòü ÷àñòèöó

â èíòåðâàëå du äëÿ íèæíèõ îðáèòàëåé.

Àòîì âîäîðîäà → äâà ìîìåíòà èìïóëüñà → ÷åòûðå îñöèëëÿòîðà

Èíòåãðàë äâèæåíèÿ

~̂A =
e2~q

q
+

1

2µ
( ~̂M × ~̂p− ~̂p× ~̂M)
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Äîêàçàòåëüñòâî:

[H,Ai] =
e2

2µ
[p2,

qi
q

] +
e2

2µ
εijk(Mj [pk,

1

q
]− [pj ,

1

q
]Mk).

[p2,
qi
q

] = pk[pk,
qi
q

] + [pk,
qi
q

]pk = −ipk
1

q
(δik −

qiqk
q2

)− i(δik −
qiqk
q2

)
1

q
pk,

εijk(Mj [pk,
1

q
]− [pj ,

1

q
]Mk) = iεijkεjmnpnqm

qk
q3
− iεijkεkmn

qj
q3
qmpn =

= ipk
1

q
(δik −

qiqk
q2

) + i(δik −
qiqk
q2

)
1

q
pk;

[H,Ai] = 0, Q.E.D.

Ðàññìîòðèì êîììóòàòîð

[Ms, Ai] =
e2

q
[Ms, qi] +

1

2µ
εijk[Ms,Mjpk]−

1

2µ
εijk[Ms, pjMk]

e2

q
[Ms, qi] =

e2

q
iεsikqk = iεsik

e2qk
q

εijk[Ms,Mjpk] = εijkiεsjmMmpk + εijkMj iεsknpn =

i(δisδkm − δimδks)Mmpk − i(δisδjn − δinδjs)Mjpn =

iMmpk(δisδkm − δimδks − δisδmk + δikδms) =

iMmpk(δikδms − δimδks) = iεsik εkmnMmpn

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, â îáùåì-òî, î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

[Ms, Ai] = iεsikAk.

So: åñòü åùå îäèí ïîëíûé íàáîð íàáëþäàåìûõ, ñîäåðæàùèé ãàìèëüòîíèàí,

Ĥ, M̂z, Âz.

Îïðåäåëèì êîììóòàòîð

[Ai, As] = [
e2qi
q
, As] +

1

2µ
εijk[Mjpk, As]−

1

2m
εijk[pjMk, As] =

e2

2µ
εsmn[

qi
q
,Mmpn + pnMm] +

1

2µ
εijk[Mjpk + pkMj , As] =

e2

2µ
εsmn(Mm[

qi
q
, pn] + [

qi
q
, pn]Mm + [

qi
q
,Mm]pn + pn[

qi
q
,Mm])

1

2µ
εijk(Mj [pk, As] + [pk, As]Mj + [Mj , As]pk + pk[Mj , As]) =

e2

2µ

(
(psqn − pnqs)

i

q
(δin −

qiqn
q2

) +
i

q
(δin −

qiqn
q2

)(qnps − qspn) + iεsmnεimp(
qp
q
pn + pn

qp
q

)
)
−
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i

2µ
εijkεjsm(Ampk + pkAm)

e2

2µ

(
(piqk − pkqi)[pk,

qs
q

] + [pk,
qs
q

](qkpi − qipk)
)
+

1

4µ2

(
(piqk − pkqi)[pk, εsmn(Mmpn + pnMm)] + [pk, εsmn(Mmpn + pnMm)](qkpi − qipk)

)
=

−i
e2

2µ

[
(piqs − psqi)

2

q
+ (

qs
q
pi + pi

qs
q

)− δis(
qk
q
pk + pk

qk
q

)
]
+

i

2µ2

(
(qkpi − qipk)εsmnεkmppppn + εsmnεkmppppn(piqk − pkqi)

)
− i

2µ

(
δis(Akpk + pkAk)− (Aips + psAi)

)
=

−2i

µ

e2

q
(piqs − psqi)+

i

2µ2

(
qspip

2 − (qkpk)pips − pips(pkqk) + p2piqs
)
+

i

4µ2

(
−qipsp2 + (qkpk)pips − pkqipkps + (pkqk)pips − pspkqipk + pspiqkpk − psp2qi + pspkpiqk

)
=

=
2

µ

[ p2

2µ
− e2

q

]
i(piqs − psqi) = − 2

µ
Ĥ iεismM̂m

Âûêëàäêè, êîòîðûå íå óäàëîñü ñîêðàòèòü, âûäàëè

[Âi, Âj ] = −2Ĥ

µ
iεijkM̂k.

Ïðèãëÿäèìñÿ ê êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì îïåðàòîðîâ M̂i, Âi, i = x, y, z. Òàê êàê ãàìèëü-

òîíèàí êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýòèìè îïåðàòîðàìè, âìåñòî Âi ââåäåì äðóãîé B̂i

Âi =

√
−2Ĥ

µ
B̂i.

Òîãäà ïîëó÷àåì òàêóþ âîò àëãåáðó

[M̂i, M̂j ] = iεijkM̂k, [M̂i, B̂j ] = iεijkB̂k, [B̂i, B̂j ] = iεijkM̂k.

Ýòî àëãåáðà ãåíåðàòîðîâ ïîâîðîòîâ â ÷åòûðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðàÿ îò-

âåòñòâåííà çà ñèììåòðèþ êóëîíîâñêîé çàäà÷è.

Îïðåäåëèì åùå îäíè íîâûå îïåðàòîðû

~̂J1 =
1

2
( ~̂M + ~̂B), ~̂J2 =

1

2
( ~̂M − ~̂B).

Äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ

[Ĵ1,i, Ĵ1,j ] = iεijkĴ1,k, [Ĵ2,i, Ĵ2,j ] = iεijkĴ2,k, [Ĵ1,i, Ĵ2,j ] = 0,
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òî åñòü ýòî ïðàâèëà êîììóòàöèè äâóõ íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ òðåõìåðíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ~̂J2
1 ,

~̂J2
2 ðàâíû j1(j1 + 1), j2(j2 + 1), ïðè÷åì j1, j2 = 0, 1/2, 1, . . . . Ëåãêî

ïîêàçàòü, ÷òî ~̂M ~̂B = 0, ïîýòîìó

~̂J2
1 = ~̂J2

2 =
1

4
(M̂2 + B̂2) = −1

4

[
1 +

µe4

2Ĥ

]
= j(j + 1),

ãäå j ≡ j1 = j2. So:

Ĥ = −µe
4

2n2
, n = 2j + 1 = 1, 2, . . . ,

êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ (2j1 + 1)(2j2 + 1) = (2j + 1)2 = n2.

Òàêèì îáðàçîì, âûâîä: äâèæåíèå â êóëîíîâñêîì ïîëå îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè

ìîìåíòàìè èìïóëüñà, êàæäûé èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê äâóì íåçàâèñèìûì

îñöèëëÿòîðàì. Äâèæåíèå â êóëîíîâñêîì ïîëå ⇔ ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ îñöèëëÿòîðà.

XVII. Òåîðèÿ Äèðàêà, ñïèí

Òåîðèþ, êîòîðóþ ìû ñòðîèëè äî ñèõ ïîð, áûëà íåðåëÿòèâèñòñêîé. Ïîñìîòðèì, êàê

âûãëÿäèò òåîðèÿ ñâîáîäíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû. Íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå

Hcl(~q, ~p) =
√
~p2 +m2,

çäåñü m - ìàññà ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû, ñêîðîñòü ñâåòà ðàâíà åäèíèöû.

Ñòàíäàðòíîå êâàíòîâàíèå è ïåðåõîä â êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèâîäÿò âîò ê òà-

êîìó óðàâíåíèþ äèíàìèêè êâàíòîâîé òåîðèè ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

i∂0φ(t, ~x) =

√
−~∂2 +m2φ(t, ~x), φ(t0, ~x) = φ0(~x). (16)

Ïîë Äèðàê: ½Õîòÿ â óðàâíåíèè (16) è ó÷òåíà ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñâÿçü ìåæäó èìïóëüñîì è

ýíåðãèåé, îíî âñå æå íåóäîâëåòâîðèòåëüíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè�. Îíî

ñòîëü íåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ∂0 è äðóãèõ ~∂, ÷òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñàìîìó îáùå-

ìó óðîâíþ ïîíèìàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè, êîòîðàÿ íàñòàèâàåò íà åäèíîîáðàçíîì

ðàññìîòðåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò ÷àñòèöû è âðåìåíè. Ïîíÿòíî, ÷òî ìåøàåò

êîðåíü êâàäðàòíûé. Ìàòåìàòè÷åñêè ñ êîðíåì êâàäðàòíûì ìîæíî ðàçîáðàòüñÿ äâóìÿ

ñïîñîáàìè � ëèáî âîçâåñòè åãî â êâàäðàò, ëèáî èçâëå÷ü åãî.

Ñïîñîá ïåðâûé (O.Klein, W.Gordon). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (16) ïî âðåìå-

íè è âîñïîëüçóåìñÿ èì æå, òîãäà

(−∂2
0 + ~∂2 −m2)φ(t, ~x) = (∂µ∂

µ −m2)φ = 0.
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Ñ ðåëÿòèâèñòñêîé èíâàðèàíòíîñòü âñå î÷åíü õîðîøî, ñ òî÷êè æå çðåíèÿ êâàíòîâîé

òåîðèè èçìåíèëîñü äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå òåîðèè

−∂2
0 |φ〉 = Ĥ2|φ〉

   
   

  

è òàêîå èçìåíåíèå àáñîëþòíî íå äîïóñòèìî. Äåéñòâèòåëüíî, ñîñòîÿíèå � ýòî òà èíôîð-

ìàöèÿ, êîòîðóþ íóæíî çàäàòü, ÷òîáû ïðåäñêàçàòü äàëüíåéøóþ ýâîëþöèþ ôèçè÷åñêîé

ñèñòåìû. Ïîýòîìó äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå íà ñîñòîÿíèå â ëþáîé òåîðèè, êàê ìàòåìà-

òè÷åñêèé îáúåêò, � ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå ïî âðåìåíè óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ñïîñîá âòîðîé (P.A.M.Dirac). Çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí, ëèíåéíûé ïî èìïóëüñó ~̂p (òî-

ãäà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàíòîâîé òåîðèè áóäåò

ëèíåéíî êàê ïî âðåìåíè, òàê è ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì)

Ĥ = α̂ip̂i +mβ̂ =
√
p̂2 +m2,

äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (â êâàíòîâîé òåîðèè ÷àñòèöà ñâî-

áîäíà, åñëè åå èìïóëüñ ñîõðàíÿåòñÿ) îïåðàòîðû β̂, α̂i, i = x, y, z íå çàâèñÿò îò q̂i è

êîììóòèðóþò ñ êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè. Ïîýòîìó α̂i, β̂ îïèñûâàþò íåêîòîðûå íî-

âûå íàáëþäàåìûå, îòíîñÿùèåñÿ ê êàêîìó-òî âíóòðåííåìó óñòðîéñòâó ÷àñòèöû. Òàê êàê

Ĥ2 = p̂2 +m2, òî

α̂iα̂kp̂ip̂k +m(α̂iβ̂ + β̂α̂i)p̂i +m2β̂2 = δikp̂ip̂k +m2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

α̂iα̂k + α̂kα̂i = 2δik, i, k = x, y, z (17)

α̂iβ̂ + β̂α̂i = 0, (18)

β̂2 = 1, (19)

÷åòûðå îïåðàòîðà àíòèêîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì è èõ êâàäðàòû ðàâíû åäèíè÷íî-

ìó îïåðàòîðó. Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí ýðìèòîâ, òî ýðìèòîâû è ýòè îïåðàòîðû. Íàéäåì

ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ ìèèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Î÷åâèäíû ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ

α̂−1
i = α̂i, β̂−1 = β̂.
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Óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì äèàãîíàëèçóåì ìàòðèöó β, åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâ-

íû +1 èëè −1. Òàê êàê

α̂iβ̂ = −β̂α̂i, β̂ = −α̂−1
i β̂α̂i, Spβ̂ = −Spα̂−1

i β̂α̂i = −Spβ̂, Spβ̂ = 0,

ïîýòîìó êîëè÷åñòâî +1 è −1 � îäèíàêîâî. Ìàòðèöà β̂ ïðåäñòàâèìà â áëî÷íîì âèäå

β̂ =

∥∥∥∥∥∥I 0

0 −I

∥∥∥∥∥∥ ,
ïðè÷åì ðàçìåðû âñåõ áëîêîâ ðàâíû. Èñïîëüçóÿ (18), ìàòðèöû α̂i ìîæíî ïðåäñòàâèòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì (òîæå áëî÷íûé âèä)

α̂i =

∥∥∥∥∥∥ 0 σi

σi 0

∥∥∥∥∥∥ , i = x, y, z,

à ïðèìåíåíèå óñëîâèÿ (17) äàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå íà ìàòðèöû σi, ðàçìåðû êîòî-

ðûõ âäâîå ìåíüøå ìàòðèö α̂i, β̂,

σiσk + σkσi = 2δik, i, k = x, y, z.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à îñòàëàñü òîé æå, òîëüêî êîëè÷åñòâî ìàòðèö ñòàëî íà îäíó

ìåíüøå. Ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó

σz =

∥∥∥∥∥∥1 0

0 −1

∥∥∥∥∥∥ , σm =

∥∥∥∥∥∥ 0 c̄m

cm 0

∥∥∥∥∥∥ , m = x, y.

Óñëîâèå íà cm

cmc̄n + c̄mcn = 2δmn, m, n = x, y,

è ýòî óñëîâèå ìîæíî âûïîëíèòü, åñëè ñ÷èòàòü cm - êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ðàâíûìè

cx = 1, cy = i.

So: îïðåäåëèì ìàòðèöû Ïàóëè

σx =

∥∥∥∥∥∥0 1

1 0

∥∥∥∥∥∥ , σy =

∥∥∥∥∥∥0 −i

i 0

∥∥∥∥∥∥ , σz =

∥∥∥∥∥∥1 0

0 −1

∥∥∥∥∥∥ ,
à ÷åðåç íèõ ìàòðèöû

α̂i =

∥∥∥∥∥∥ 0 σi

σi 0

∥∥∥∥∥∥ , i = x, y, z, β̂ =

∥∥∥∥∥∥I 0

0 −I

∥∥∥∥∥∥ .
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Òåïåðü ìîæíî âûïèñàòü óðàâíåíèå äèíàìèêè âîëíîâîé ôóíêöèè ðåëÿòèâèñòñêîé ÷à-

ñòèöû â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

i∂0φ = Ĥφ = (−iα̂i∂i + β̂m)φ.

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà ìàòðèöó β̂, è îïðåäåëèì íîâûå ìàòðèöû 4× 4

γµ = (γ0, γi) = (β̂, β̂α̂i).

Ýòè ìàòðèöû îïðåäåëÿþòñÿ àíòèêîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[γµ, γν ]+ = γµγν + γνγµ = −2gµν ,

ãäå gµν - ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ ñèãíàòóðîé (−,+,+,+).

Èñïîëüçóÿ ýòè γ-ìàòðèöû, óðàâíåíèå äèíàìèêè ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ÿâíî

ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíîì âèäå (óðàâíåíèå Äèðàêà)

(iγµ∂µ −m)φ = 0.

Îñòàåòñÿ ïîíÿòü, êàêîé îáúåêò φ ïðåäñòàâëÿåò ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå? Èç âûâîäà î÷åâèäíî, ÷òî

φ(~x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ϕ1(~x)

φ2(~x)

φ3(~x)

φ4(~x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, íîðìèðîâêà: 1 =

∫
R3

d~x
∥∥∥φ̄1(~x) φ̄2(~x) φ̄3(~x) φ̄4(~x)

∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

φ1(~x)

φ2(~x)

φ3(~x)

φ4(~x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

òî åñòü φ(~x) ∈ L2(~x ∈ R3, dxdydz)⊗C4. Êàæäîé íàáëþäàåìîé, îïðåäåëåííîé ðàíåå äëÿ

÷àñòèö áåç âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäàåìàÿ â ïðîñòðàíñòâå

ñîñòîÿíèé ÷àñòèö ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû: îïåðàòîð Ô â L2(. . . ) ïåðåõîäèò â

îïåðàòîð Ô⊗Î. Àíàëîãè÷íî, îïåðàòîð M̂ , îïðåäåëåííûé íà C4, äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå

ñîñòîÿíèé êàê Î⊗ M̂ .

Èòàê, ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà ñîõðàíÿåò èìïóëüñ. Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ñâî-

áîäíàÿ ÷àñòèöà ñîõðàíÿåò íå òîëüêî èìïóëüñ, íî è ìîìåíò ïîñëåäíåãî. Ïîñìîòðèì ñî-

õðàíèëîñü ëè ýòî ñâîéñòâî â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè: âû÷èñëèì êîììóòàòîð

[Ĥ, M̂i] = α̂k[p̂k, M̂i] = iεijkp̂jα̂k 6= 0. (20)



63

Îðáèòàëüíûé (ïîñòðîåííûé èç êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ) ìîìåíò èìïóëüñà íå ñîõðàíÿ-

åòñÿ äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð, ñâÿçàííûé ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Ŝi =
1

2

∥∥∥∥∥∥σi 0

0 σi

∥∥∥∥∥∥ , i = x, y, z.

Ñâîéñòâà ýòîãî îïåðàòîðà ñëåäóþò èç êîììóòàöèîííûõ ñâîéñòâ ìàòðèö Ïàóëè

[σx, σy] = 2iσz, [σz, σx] = 2iσy, [σy, σz] = 2iσx, [σi, σj ] = 2iεijkσk.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ íà êîìïîíåíòû ýòîé íàáëþäàåìîé

[Ŝi, Ŝj] = iεijkŜk.

ñîâïàäàþò ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè êîìïîíåíò ìîìåíòà èìïóëüñà. Áîëåå

òîãî, êîììóòàòîð

[Ĥ, Ŝi] = −iεijkp̂jα̂k.

Ñðàâíèâ ýòî âûðàæåíèå ñ (20), ïðèõîäèì ê âàæíîìó âûâîäó

îïåðàòîð Ĵi = M̂i+Ŝi (ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû), êîòîðûé ðàâåí

ñóììå îïåðàòîðà M̂i = εijkq̂j p̂k (îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû)

è îïåðàòîðà Ŝi (ñïèíà ÷àñòèöû), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîõðàíÿþùóþñÿ íà-

áëþäàåìóþ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

[Ĥ, Ĵi] = 0

è ïîä÷èíÿåòñÿ êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà

[Ĵi, Ĵj] = iεijkĴk.

Òàê êàê

Ŝ2 =
3

4
Î =

1

2

(1

2
+ 1
)

Î,

òî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ïðîåêöèÿ îïåðàòîðà ñïèíà íà âûäåëåííóþ îñü ðàâíà

s =
1

2
!!!
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Èññëåäóåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ñâîáîäíîé ðåëÿòèâèñò-

ñêîé ÷àñòèöû. Îïðåäåëèì äâóõêîìïîíåíòíûå ôóíêöèè

ϕ(~x) =

∥∥∥∥∥∥φ1(~x)

φ2(~x)

∥∥∥∥∥∥ , χ(~x) =

∥∥∥∥∥∥φ3(~x)

φ4(~x)

∥∥∥∥∥∥ .
Òîãäà çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ïðèíèìàåò âèä−i~σ~∂χ(~x) +mϕ(~x) = Eϕ(~x)

−i~σ~∂ϕ(~x)−mχ(~x) = Eχ(~x)

Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíîé ÷àñòèöû êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì èìïóëüñà, à îáîá-

ùåííûå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ èìïóëüñà èçâåñòíû, òî

ϕ(~x) =
1

(2π)3/2
ei~p~xϕ~p, χ(~x) =

1

(2π)3/2
ei~p~xχ~p.

Ñëåäîâàòåëüíî, (E −m)ϕ~p − ~σ~pχ~p = 0

~σ~pϕ~p − (E +m)χ~p = 0
(21)

Ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì íóëþ äåòåðìèíàíòà

det[δαβ(E −m)] det[δαβ(E +m)− pi(σi)αγ
1

E −m(σk)γβpk] =
(
E2 − (p2 +m2)

)2
= 0,

E(1) = E(2) = ε~p, E
(3) = E(4) = −ε~p, ε~p =

√
~p2 +m2.

2m

�
�
��

�
�
��

�
�
��

�
�
��

�
�
��

�
�
��

�
����

�
��
��b

r
6

r
b
?

�
�

��	

~ω
ìîðå

Äèðàêà

íàø
ìèð

E = 0

6E Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé s =↑, ↓

φ(+)
s (~x) =

ei~p~x

4π
√
πε~p(ε~p +m)

∥∥∥∥∥∥(ε~p +m)ϕs

~σ~pϕs

∥∥∥∥∥∥ , ϕ↑ =

∥∥∥∥∥∥1

0

∥∥∥∥∥∥ , ϕ↓ =

∥∥∥∥∥∥0

1

∥∥∥∥∥∥
Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé s =↑, ↓

φ(−)
s (~x) =

ei~p~x

4π
√
πε~p(ε~p +m)

∥∥∥∥∥∥ −~σ~pχs
(ε~p +m)χs

∥∥∥∥∥∥ , χ↑ =

∥∥∥∥∥∥1

0

∥∥∥∥∥∥ , χ↓ =

∥∥∥∥∥∥0

1

∥∥∥∥∥∥
Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ε~p ó íàñ åñòü äâóêðàòíî âûðîæäåííîå ñîñòîÿíèå ñ ïîëîæèòåëü-

íîé ýíåðãèåé è äâóêðàòíî âûðîæäåííîå ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé. Â íåðåëÿòèâèñòñêîì

ïðåäåëå p � m äëÿ ðåøåíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé χ~p � ϕ~p, à äëÿ ðåøåíèé ñ îò-

ðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå ϕ~p � χ~p.
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Ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà íå îãðàíè÷åí ñíèçó, ïîýòîìó ñëåäóåò ïðèçíàòü îä-

íî÷àñòè÷íóþ ðåëÿòèâèñòñêóþ òåîðèþ íå ñîñòîÿâøåéñÿ.

Ïðîáëåì áû íå áûëî, åñëè áû âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèé ñ ïîëîæèòåëü-

íîé ýíåðãèåé â ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé îòðèöàòåëüíîé áûëà áû ðàâíà íóëþ. Îäíàêî,

ýòî íå òàê, íàïðèìåð, ïîä âëèÿíèåì âíåøíåãî ïîëÿ. Äèðàê: ½ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî-

÷òè âñå ñîñòîÿíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé çàïîëíåíû, ïðè÷åì â êàæäîì ñîñòî-

ÿíèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì çàïðåòà Ïàóëè íàõîäèòñÿ ïî îäíîìó ýëåêòðîíó�

(ìîðå Äèðàêà). Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîäû èç ñîñòîÿíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãè-

åé â ñîñòîÿíèÿ ìîðÿ Äèðàêà íåâîçìîæíû, åñëè ïîñëåäíèå ïîëíîñòüþ çàïîëíåíû.

Åñëè æå â ðåçóëüòàòå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ (íàïðèìåð, γ-êâàíò) íåêîòîðîå ñîñòî-

ÿíèå â ìîðå Äèðàêà ñòàíîâèòñÿ ñâîáîäíûì, òî òàêîå ñîñòîÿíèå ñ îòðèöàòåëüíîé

ýíåðãèåé ïðîÿâëÿåò ñåáÿ êàê ÷àñòèöà, îáëàäàþùàÿ ýíåðãèåé ïîëîæèòåëüíîé, òàê

êàê äëÿ òîãî, ÷òîáû òàêîé îáúåêò èñ÷åç, íóæíî äîáàâèòü ýëåêòðîí ñ îòðèöàòåëü-

íîé ýíåðãèåé. Áîëåå òîãî, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî òàêàÿ äûðêà â äèðàêîâñêîì ìîðå,

âçàèìîäåéñòâîâàëà áû ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì êàê ÷àñòèöà ñ çàðÿäîì, ïðîòè-

âîïîëîæíûì çàðÿäó ÷àñòèöû ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé.

So: âçàèìîäåéñòâèå âûíóæäàåò ïðèáåãíóòü ê ìíîãî÷àñòè÷íîé (çäåñü

½ìíîãî�≡�áåñêîíå÷íî ìíîãî�) ôîðìóëèðîâêå, â êîòîðîé ÷èñëî ÷àñòèö íå ñî-

õðàíÿåòñÿ, òî åñòü ê êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.

XVIII. Äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå

×òîáû ôèçè÷åñêè ïðîÿâèëàñü íîâàÿ âíóòðåííÿÿ ñòåïåíü ñâîáîäû ÷àñòèöû - ñïèí,

ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.

Óòâåðæäåíèå: ïóñòü H(~q, ~p) � ãàìèëüòîíèàí ÷àñòèöû â òðåõìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Åñëè çàðÿä ýòîé ÷àñòèöû ðàâåí e, òî åå äâèæåíèå â ýëåêòðî-

ìàãíèòíîì ïîëå ñ 4-ïîòåíöèàëîì Aµ =
(
φ(~x), ~A(~x)

)
îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòî-

íèàíîì

H
(
~q, ~p− e ~A(~q), ~q

)
+ eφ(~q).

Ñàìè ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

~E(~x) = −∂0
~A(~x)− ~∂φ(~x), ~B = [~∂ × ~A(~x)].



66

Èñïîëüçóÿ ýòî óòâåðæäåíèå, èññëåäóåì ïîâåäåíèå äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì

ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

Ĥ = α̂i
(
p̂i − eAi(~q)

)
+mβ̂ + eφ(~q),σi(p̂i − eAi(~x)

)
χ(~x) +mϕ(~x) + eφ(~x)ϕ(~x) = Eϕ(~x)

σi
(
p̂i − eAi(~x)

)
ϕ(~x)−mχ(~x) + eφ(~x)χ(~x) = Eχ(~x)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë äëÿ ñîñòîÿíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåð-

ãèåé (íàø ìèð). Ýíåðãèþ áóäåì îòñ÷èòûâàòü îò çíà÷åíèÿ ìàññû êàê ïðèíÿòî â íåðå-

ëÿòèâèñòñêîé òåîðèè, òî åñòü E = m+ ε.

Âòîðîå óðàâíåíèå â ãëàâíîì íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ðåøèòü îòíîñèòåëüíî

χ(~x)

(2m+ ε− eφ(~x))χ(~x) = 2mχ(~x) = σi
(
p̂i − eAi(~x)

)
ϕ(~x), |ε− eφ(~x)| � m,

χ(~x) =
1

2m
σi
(
p̂i − eAi(~x)

)
ϕ(~x).

Ïîäñòàíîâêà â ïåðâîå óðàâíåíèå

(ε− eφ(~x))ϕ(~x) =
1

2m
σi
(
p̂i − eAi(~x)

)
σk
(
p̂k − eAk(~x)

)
ϕ(~x) =

1

2m
(δik + iεikm)σm

(
p̂i − eAi(~x)

)(
p̂k − eAk(~x)

)
ϕ(~x) =

1

2m

(
~̂p− e ~A(~x)

)2
ϕ(~x)− e

2m
iεikmσm[Ai(~x), p̂k)]ϕ(~x) =

1

2m

(
~̂p− e ~A(~x)

)2
ϕ(~x) +

e

2m
iεikmσm(∂kAi(~x))ϕ(~x) =

[ 1

2m

(
~̂p− e ~A(~x)

)2 − e

2m
~σ ~B(~x)

]
ϕ(~x).

So: ãàìèëüòîíèàí äèðàêîâñêîé íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

Ĥ =
1

2m

(
~̂p− e ~A(~x)

)2 − e

2m
~σ ~B(~x) + eφ(~x).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äèðàêîâñêàÿ çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà îáëàäàåò ìàãíèòíûì ìîìåíòîì,

ïðîïîðöèîíàëüíûì åå ñïèíó

~̂µ =
e

m
~̂s, ~̂s =

1

2
~σ.

Ñîñòîÿíèå òàêîé ÷àñòèöû â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ϕ(~x) ∈ L2(~x ∈ R3, d~x)⊗ C2:

ϕ(~x) =

∥∥∥∥∥∥ψ1(~x)

ψ2(~x)

∥∥∥∥∥∥ , 1 =

∫
R3

d~x
[
ψ̄1(~x)ψ1(~x) + ψ̄2(~x)ψ2(~x)

]
.

Çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå (êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ).
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6 6

rHHHx0

~B-ìàãíèòíîå ïîëå

x

y

~x = (x, y)

y0

e,m-çàðÿä, ìàññà ÷àñòèöû

H(x, y; px, py) =
1

2m
(px + eBy)2 +

1

2m
p2
y

Ax = −yB, Ay = Az = 0

-

6

��
��

��
��

�1

�
�
�
�
�
�
��

z

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ẋ =
1

m
(px + eBy), ṗx = 0, ẏ =

1

m
py, ṗy = −eB

m
(px + eBy).

Ðåøèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

px = const

ÿ = −
(eB
m

)2(
y +

px
eB

)
, y = − px

eB
+R cosωt, ω2 =

(eB
m

)2

ẋ = ωR cosωt, x = x0 +R sinωt

Ïîëîæåíèå öåíòðà îêðóæíîñòè x0, y0, ïî êîòîðîé âðàùàåòñÿ çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà,

íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Åñëè íàì óäàñòñÿ âûðàçèòü ýòè âåëè÷èíû ÷åðåç

êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå, ìû ïîëó÷èì äâà èíòåãðàëà äâèæåíèÿ

y0 = − 1

eB
px, x0 = x−R sinωt = x+

1

ω
ẏ = x+

1

eB
py

Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ.

Ãàìèëüòîíèàí

Ĥ =
1

2m
(p̂x + eBŷ)2 +

1

2m
p̂2
y −

eB

2m
σz.

Êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[x̂, p̂x] = [ŷ, p̂y] = 1, [x̂, ŷ] = [x̂, p̂y] = [p̂x, ŷ] = [p̂x, p̂y] = 0.

Íàáëþäàåìûå öåíòðà îðáèòû

X̂ = x̂+
1

eB
p̂y, Ŷ = − 1

eB
p̂x.

Âûïîëíèì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

Q̂ = ŷ +
1

eB
p̂x, P̂ = p̂y, X̂ = x̂+

1

eB
p̂y, Π̂ = p̂x.
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Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü êàíîíè÷íîñòü:

[Q̂, P̂ ] = [X̂, Π̂] = i, [P̂ , Π̂] = [P̂ , X̂] = [Q̂, Π̂] = 0, [Q̂, X̂] =
1

eB
([ŷ, p̂y] + [p̂x, x̂]) = 0.

Ãàìèëüòîíèàí â íîâûõ ïåðåìåííûõ

Ĥ =
1

2m
P̂ 2 +

mω2

2
Q̂2 − sgne

ω

2
σz, ω =

|e|B
m

.

Ñîõðàíÿþùèåñÿ íàáëþäàåìûå öåíòðà îðáèòû

X̂, Ŷ = − 1

eB
Π̂.

Ñðàçó âèäíû äâà ïîëíûõ íàáîðà, ñîäåðæàùèõ ãàìèëüòîíèàí

(Ĥ, X̂, σ̂z) (Ĥ, Ŷ , σ̂z)

Ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãàìèëüòîíèàíà (äëÿ òåõ, êòî êâàíòîâàë îñöèëëÿòîð,

îí î÷åâèäåí)

En = ωn, n = 0, 1, 2, . . . ,

ïðè÷åì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ½íå âûðîæäåíî�, à ñîñòîÿíèÿ ñ n > 0 ½äâóêðàòíî âûðîæ-

äåíû�. Â ýòîì ñîñòîèò ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðÿåìîå ïðîÿâëåíèå íîâîé âíóòðåííåé

ñòåïåíè ñâîáîäû � ñïèíà. Êàâû÷êè ðàññòàâëåíû íå ñëó÷àéíî, ïîòîìó ÷òî êðàòíîñòü

âûðîæäåíèÿ ëþáîãî óðîâíÿ íóæíî óìíîæèòü íà áåñêîíå÷íîñòü. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò îò îïåðàòîðîâ X̂, Ŷ , êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü âêëþ÷åí

â ïîëíûé íàáîð.

Îäíàêî, èíòåðåñåí òàêîé âûáîð ïîëíîãî íàáîðà, êîãäà âòîðàÿ íàáëþäàåìàÿ îïðåäå-

ëÿåò êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ äî ½öåíòðà îðáèòû� ýëåêòðîíà

R̂2 = X̂2 + Ŷ 2 =
1

e2B2
Π̂2 + X̂2.

Ýòà íàáëþäàåìàÿ, â îòëè÷èè îò êîîðäèíàò öåíòðà îðáèòû, èìååò ñ÷åòíûé íàáîð ñîá-

ñòâåííûõ ñîñòîÿíèé è åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû

R2
N =

1

eB
(2N + 1), N = 0, 1, . . . .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè îãðàíè÷èòü äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïëîñêîñòè áîëü-

øîé, íî êîíå÷íîé îáëàñòüþ ïëîùàäè S = πR2
N , òî êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíåé

Ëàíäàó ñòàíåò òàêæå êîíå÷íîé, íî ìàêðîñêîïè÷åñêè áîëüøîé - eBS/2π (äëÿ îñíîâíîãî

ñîñòîÿíèÿ).
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Åñòü åùå îäèí ôèçè÷åñêè âàæíûé ïîëíûé íàáîð. Ïðàâäà, îí áîëåå ÿðêî ïðîÿâëÿ-

åòñÿ â äðóãîé êàëèáðîâêå:

Ax = −1

2
yB, Ay =

1

2
xB, Az = 0.

Ãàìèëüòîíèàí:

1

2m
(p̂x +

eB

2
ŷ)2 +

1

2m
(p̂y −

eB

2
x̂)2 =

1

2m
(p̂2
x + p̂2

y) +
mω2

8
(x̂2 + ŷ2)− eB

2m
(x̂p̂y − ŷp̂x)

Ĥ =
1

2m
~̂p2 +

mω2

8
~̂x2 − eB

2m
(M̂z + 2Ŝz).

Ïîëíûé íàáîð (ïîëÿðíàÿ ñèììåòðèÿ) � (Ĥ, M̂z, Ŝz).

XIX. Òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû

Ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç N îäèíàêîâûõ (òîæäåñòâåííûõ) ÷à-

ñòèö. Íàïåðâî íóæíî ïîÿñíèòü ñëîâà ½îäèíàêîâûå�, ½òîæäåñòâåííûå�. Ôèçè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì, â êîòîðîì êàæäàÿ ÷àñòèöà çàäàåòñÿ êàíîíè÷åñêè-

ìè ïåðåìåííûìè è âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ñïèí, íàïðèìåð) � ~̂qα, ~̂pα, ~̂sα, α =

1, . . . , N . Êðîìå òîãî, ãàìèëüòîíèàí ñîäåðæèò íåêîòîðûå ïàðàìåòðû � ìàññû, çàðÿäû

è òîìó ïîäîáíîå. Òàê âîò: ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, åñëè

ãàìèëüòîíèàí

Ĥ = H(~̂q1, ~̂p1, ~̂s1, . . . , ~̂qα, ~̂pα, ~̂sα, . . . , ~̂qβ, ~̂pβ, ~̂sβ, . . . , ~̂qN , ~̂pN , ~̂sN)

ïðè ëþáîé çàìåíå ~̂qα, ~̂pα, ~̂sα ⇐⇒ ~̂qβ, ~̂pβ, ~̂sβ îñòàåòñÿ ïðåæíèì.

Ïîëíûé íàáîð äëÿ òàêîé ñèñòåìû âûáåðåì êàê îáúåäèíÿþùèé ïîëíûå íàáîðû äëÿ

êàæäîé ÷àñòèöû â îòäåëüíîñòè (η̂1, . . . , η̂N), ãäå, íàïðèìåð, η̂α = (~̂qα, ŝα,z), α = 1, . . . , N

.

Ñîñòîÿíèÿ íàøåé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû |φ〉 áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå êîìïëåêñíîçíà÷-

íîé ñ ñóììèðóåìûì êâàäðàòîì ôóíêöèè

φ(η1, . . . , ηN) = 〈η1| ⊗ · · · ⊗ 〈ηN |φ〉,

ãäå |ηα〉, α = 1, . . . , N, � ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ïîëíîãî íàáîðà íàáëþäàåìûõ η̂α îäíîé

÷àñòèöû.



70

Ïðèíöèï òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèö.

Ñîñòîÿíèå φ(η1, . . . , ηα, . . . , ηβ, . . . , ηN) ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ

÷àñòèö íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîé çàìåíå ηα ⇔ ηβ (ñîñòîÿíèå ôèçè÷åñêîé

ñèñòåìû íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêè äâóõ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

φ(η1, . . . , ηβ, . . . , ηα, . . . , ηN) = C · φ(η1, . . . , ηα, . . . , ηβ, . . . , ηN), ïðè÷åì |C| = 1.

Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ ïåðåñòàíîâêè ïîâòîðíî, ïîëó÷àåì C2 = 1 èëè C = ±1.

So: ïðèíöèï òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèö òðåáóåò, ÷òîáû âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû òàêèõ

÷àñòèö áûëà ëèáî ñèììåòðè÷íà

φ(η1, . . . , ηα, . . . , ηβ, . . . , ηN) = +φ(η1, . . . , ηβ, . . . , ηα, . . . , ηN), áîçîíû

ëèáî àíòèñèììåòðè÷íà

φ(η1, . . . , ηα, . . . , ηβ, . . . , ηN) = −φ(η1, . . . , ηβ, . . . , ηα, . . . , ηN), ôåðìèîíû

ïðè ïåðåñòàíîâêè ëþáûõ äâóõ àðãóìåíòîâ.

Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ åñòü çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî áîçî-

íû � ýòî ÷àñòèöû ñ öåëûì ñïèíîì, à ôåðìèîíû � ÷àñòèöû ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì (òåî-

ðåìà î ñâÿçè ñïèíà ñî ñòàòèñòèêîé). Èìååòñÿ â âèäó ëîêàëüíàÿ, ëîðåíö-èíâàðèàíòíàÿ,

ñ åäèíñòâåííûì âàêóóìîì òåîðèÿ ïîëÿ, â êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå ìèêðîïðè÷èííî-

ñòè.

Òî åñòü, ëîêàëüíûå ïëîòíîñòè íàáëþäàåìûõ Ô(t, ~x)

Ô =

∫
d~x Ô(t, ~x)

äîëæíû êîììóòèðîâàòü äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûõ èíòåðâàëîâ

[Ô(t1, ~x1), Ô(t2, ~x2)] = 0, åñëè (t1 − t2)2 < (~x1 − ~x2)2.

Ðàññìîòðèì äâå íåâçàèìîäåéñòâóþùèå òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ = h(~̂q1, ~̂p1, ~̂s1) + h(~̂q2, ~̂p2, ~̂s2).
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Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà

ĤφN(η1, η2) =
(
h(~̂q1, ~̂p1, ~̂s1) + h(~̂q2, ~̂p2, ~̂s2)

)
φN(η1, η2) = ENφN(η1, η2).

Ýòà çàäà÷à äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

φN(η1, η2) = φn1(η1) · φn2(η2),
ĥφn1(η1)

φn1(η1)
+
ĥφn2(η2)

φn2(η2)
= εn1 + εn2 = EN .

Îäíàêî, ïîëó÷åííàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íå îáëàäàåò íóæíûìè ñâîéñòâàìè. Îíà íå

ñèììåòðè÷íà è íå àíòèñèììåòðè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå àðãóìåíòîâ. Ñèòóà-

öèþ ñïàñàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñîñòîÿíèå ñ äàííûì çíà÷åíèåì ýíåðãèè, êàê ìèíè-

ìóì, äâóêðàòíî âûðîæäåíî. Äåéñòâèòåëüíî, ñîñòîÿíèå ϕN(η1, η2) = φn2(η1)φn1(η2) òîæå

ñîáñòâåííîå ñ ýíåðãèåé εn2 + εn1 = EN . À óæå èñïîëüçóÿ ýòè äâà ñîñòîÿíèÿ, íåòðóäíî

ïîëó÷èòü ñîñòîÿíèå äëÿ áîçîíîâ

φBN={n1,n2}(η1, η2) =
1√
2

[
φn1(η1)φn2(η2) + φn1(η2)φn2(η1)

]
, n1 6= n2,

φBN={n,n}(η1, η2) = φn(η1)φn(η2) − áîçîíû

è ôåðìèîíîâ

φFN={n1,n2}(η1, η2) =
1√
2

[
φn1(η1)φn2(η2)− φn1(η2)φn2(η1)

]
− ôåðìèîíû.

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñëåäóåò øèðîêî èçâåñòíûé â óçêèõ êðóãàõ ïðèíöèï çàïðåòà Ïà-

óëè: äâà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèîíà (ýëåêòðîíà, íàïðèìåð) íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ

â îäèíàêîâûõ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ (n1 6= n2). Ñîñòîÿíèå ñ n1 = n2 ïðîñòî íå

ñóùåñòâóåò φF = 0.

Îòìå÷åííûå îñîáåííîñòè ñèñòåì òîæäåñòâåííûõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ëåãêî

ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ÷èñëî ÷àñòèö áîëüøåå, ÷åì 2.

Ôîðìàëèçì òåîðèè ñ ëþáûì ÷èñëîì òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû èç N ÷àñòèö � HN . Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû � êîì-

ïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ñ ñóììèðóåìûì êâàäðàòîì φ(η1, . . . , ηN) ∈ HN . Ñèñòåìà èç

N òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ èëè ïîäïðîñòðàíñòâîì HN
B ⊂ HN , ñîñòîÿùåì èç

ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé (áîçîíû), èëè ïîäïðîñòðàíñòâà HN
F ⊂ HN àíòèñèììåòðè÷íûõ

ôóíêöèé (ôåðìèîíû).
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Ñèñòåìà æå, ñîñòîÿùàÿ èç ïåðåìåííîãî ÷èñëà áîçîíîâ èëè ôåðìèîíîâ, îïèñûâàåòñÿ ñ

ïîìîùüþ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé

HB =
∞⊕
N=0

HN
B , èëè HF =

∞⊕
N=0

HN
F .

Ñòðîèì áàçèñ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü |φn〉, n = 0, 1, . . . � ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ïîë-

íîãî îäíî÷àñòè÷íîãî íàáîðà íàáëþäàåìûõ, íå îáÿçàòåëüíî η̂. φn(η) = 〈η|φn〉 � ïîëíàÿ
îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé. Òîãäà â HN ìîæíî çàäàòü áàçèñ

φn1(η1)φn2(η2) . . . φnN (ηN) =
N∏
k=1

φnk(ηk),

n1, n2, . . . , nN - âñå âîçìîæíûå âûáîðêè èç èíäåêñîâ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé φn(η), n =

0, 1, . . . .

Â ïðîñòðàíñòâàõ HN
B è HN

F áàçèñû (íåíîðìèðîâàííûå) ïîëó÷àþòñÿ äåéñòâèåì ñèììåò-

ðèçóþùåãî îïåðàòîðà ŜN èëè àíòèñèììåòðèçóþùåãî îïåðàòîðà ÂN ïî âñåì àðãóìåíòàì

η íà áàçèñ â HN

ŜN

N∏
k=1

φnk(ηk), ÂN

N∏
k=1

n1<n2<···<nN

φnk(ηk).

×òîáû ïîíÿòü êàê äåéñòâóþò âíîâü ââåäåííûå îïåðàòîðû, íóæåí íåáîëüøîé ýêñêóðñ â

ïðîñòûå ñâîéñòâà ïåðåñòàíîâîê.

- Ïåðåñòàíîâêà ñâÿçûâàåò ñîâîêóïíîñòü N óïîðÿäî÷åííûõ îáúåêòîâ η1, . . . , ηN ñ òîé æå ñîâîêóï-

íîñòüþ, ðàñïîëîæåííîé â äðóãîì ïîðÿäêå ηα1
, . . . , ηαN

, ãäå α1, . . . , αN - çà èñêëþ÷åíèåì ïîðÿäêà,

òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî, ÷òî è 1, . . . , N .

- Ïåðåñòàíîâêó ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå

P =

 1 2 · · · N

α1 α2 · · · αN

 ,

ïðè÷åì Pη1 = ηα1
, . . . , PηN = ηαN

.

- Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ íå ìåíÿåò ïåðåñòàíîâêè.

Ïóñòü

Q =

α1 α2 · · · αN

β1 β2 · · · βN

 ,
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òîãäà îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå

QP =

 1 2 · · · N

β1 β2 · · · βN

 .

Ëåãêî îïðåäåëèòü òîæäåñòâåííóþ ïåðåñòàíîâêó è îáðàòíóþ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðåñòàíîâîê

N îáúåêòîâ îáðàçóþò ãðóïïó (ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà).

- Òðàíñïîçèöèÿ - ïåðåñòàíîâêà âèäà

PT =

1 2 · · · α · · · β · · · N

1 2 · · · β · · · α · · · N

 .

- Êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé. ×åòíîñòü ÷èñëà

òðàíñïîçèöèé, íà êîòîðûå ðàçáèòà ïåðåñòàíîâêà, îäíîçíà÷íà. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñòàíîâêó P

ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü åå ÷åòíîñòüþ δP , ðàâíîé +1 äëÿ ÷åòíîé ïåðåñòàíîâêè, è −1 äëÿ íå÷åò-

íîé.

Òåïåðü ëåãêî îïðåäåëèòü

ŜNf(η1, . . . , ηN)
def
=

1

N !

∑
P

f(Pη1, . . . , PηN),

ÂNf(η1, . . . , ηN)
def
=

1

N !

∑
P

δPf(Pη1, . . . , PηN),

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî N ! ýëåìåíòàì ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû.

Ïîëó÷åííûå äåéñòâèåì îïåðàòîðîâ ŜN è ÂN áàçèñû ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå

|N0, N1, . . . , Nn, . . . 〉 , (22)

â ýòîì âûðàæåíèè Nn, n = 0, 1, . . . , - ÷èñëî ôóíêöèé φn(η) â âûïèñàííûõ ïðîèçâåäå-

íèÿõ. Î÷åâèäíî, ÷òî Nn ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . äëÿ áîçîíîâ è 0, 1 äëÿ

ôåðìèîíîâ, òàê ÷òî ∑
n=0

Nn = N.

Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå ìîæíî ñíÿòü, åñëè ïåðåéòè â ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé HB è HF .

Îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ � ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ.
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Ââåäåì îïåðàòîðû, ïîçâîëÿþùèå ïóòåøåñòâîâàòü â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Ýòî îïå-

ðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà HB

â+
n |N0, N1, . . . , Nn, . . . 〉 def

=
√
Nn + 1 |N0, N1, . . . , Nn + 1, . . . 〉 ,

ân |N0, N1, . . . , Nn, . . . 〉 def
=
√
Nn |N0, N1, . . . , Nn − 1, . . . 〉 .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè îïåðàòîðû ïîä÷èíÿþòñÿ êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[âm, â
+
n ] = δmn, [âm, ân] = [â+

m, â
+
n ] = 0

è ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó (âñïîìèíàåì ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð).

Îïðåäåëèì âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå ñëåäóþùåãî âèäà

|0〉 = |0, 0, . . . , 0, . . . 〉 ,

òîãäà ñîñòîÿíèå (22) ïðåäñòàâèìî â âèäå

|N0, N1, . . . , Nn, . . . 〉 = (â+
0 )N0(â+

1 )N1 . . . (â+
n )Nn . . . 0〉 =

∏
n∈O

â+
n |0〉,

ãäå O = {n1, n2, . . . , nN} - ìíîæåñòâî çàíÿòûõ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñ ó÷åòîì êðàò-

íîñòè èõ çàïîëíåíèÿ (òî åñòü â ìíîæåñòâå O ìîãóò áûòü îäèíàêîâûå ýëåìåíòû).

Ïóñòü ĥ = h(~̂q, ~̂p, ~̂s) - îäíî÷àñòè÷íûé ãàìèëüòîíèàí. Ïîñìîòðèì êàê íà N -÷àñòè÷íîå

ñîñòîÿíèå äåéñòâóåò ãàìèëüòîíèàí

Ĥ0 =
N∑
m=1

ĥm.

Î÷åâèäíî, ÷òî [Ĥ0, ŜN ] = 0, ïîýòîìó

Ĥ0 |. . . , Nn, . . . 〉 ⇒ ŜN

N∑
m=1

ĥm

N∏
k=1

φnk(ηk) = ŜN

N∑
m=1

ĥmφnm(ηm)
N∏
k=1
k 6=m

φnk(ηk)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

ĥ |φnm〉 =
∑
α,β=0

|φα〉 〈φα| ĥ |φβ〉 〈φβ| φnm〉 ⇒
∑
α,β=0

hαβδβ,nmφα(ηm)

è íàéäåì, ÷òî

Ĥ0

∏
n∈O

â+
n |0〉 ⇐ Ĥ0 |. . . , Nn, . . . 〉 ⇒

∑
α,β=0

hαβâ
+
α

N∑
m=1

δβ,nm
∏
n∈O
n6=nm

â+
n |0〉 . (23)
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Èíòåðåñíàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

âβ
∏
n∈O

â+
n = âβâ

+
n1
â+
n2
. . . â+

nN
= δβ,n1 â

+
n2
. . . â+

nN
+ â+

n1
âβâ

+
n2
. . . â+

nN
=

=
N∑
m=1

δβ,nm
∏
n∈O
n 6=nm

â+
n +

(∏
n∈O

â+
n

)
âβ.

Ñðàâíèâàÿ íàéäåííîå ñ (23) è èñïîëüçóÿ, ÷òî âβ |0〉 = 0, ïîëó÷àåì

Ĥ0 |. . . , Nn, . . . 〉 =
∑
α,β=0

hαβâ
+
α âβ |. . . , Nn, . . . 〉 .

Îïåðàòîð äâóõ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

V̂ =
N∑

l,m=1
l<m

ν̂lm =
1

2

N∑
l,m=1
l 6=m

ν̂lm

ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

V̂ =
1

2

∑
α1,α2=0
β1,β2=0

να2α1,β1β2 â
+
α2
â+
α1
âβ1 âβ2 .

Âûâîä:

V̂ |. . . , Nn, . . . 〉 ⇒ ŜN

N∑
l,m=1
l 6=m

ν̂lm

N∏
k=1

φnk(ηk) = ŜN

N∑
l,m=1
l 6=m

ν̂lmφnl(ηl)φnm(ηm)
N∏
k=1
k 6=l,m

φnk(ηk),

ν̂lmφnl(ηl)φnm =
∑

α1,α2=0
β1,β2=0

να2α1,β1β2φα1(ηl)φα2(ηm)δnl,β1δnm,β2 ,

να2α1,β1β2 = 〈α2| ⊗ 〈α1| ν̂ |β1〉 ⊗ |β2〉 ,

V̂ |. . . , Nn, . . . 〉 =
∑

α1,α2=0
β1,β2=0

να2α1,β1β2 â
+
α1
â+
α2

N∑
l,m=1
l 6=m

δnl,β1δnm,β2
∏
n∈O

n 6=nl,nm

â+
n |0〉 .

âβ1 âβ2
∏
n∈O

â+
n |0〉 = âβ1

N∑
m=1

δnm,β2
∏
n∈O
n 6=nm

â+
n |0〉 =

∑
l=1
l 6=m

δnl,β1

N∑
m=1

δnm,β2
∏
n∈O

n6=nm,nl

â+
n |0〉 .

Äëÿ ôåðìèîíîâ HF ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ 0 èëè

1. Ïóñòü O = {n1, n2, . . . , nN} - óïîðÿäî÷åííîå (nk < nk+1) ìíîæåñòâî çàíÿòûõ îäíî-

÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé. Òîãäà îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ âîò

òàê

ĉ+
n | . . . , 1nk , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k åäèíèö

, Nn, . . . 〉 = (−1)k(1−Nn) |. . . , 1nk , 0, . . . , 0, Nn + 1, . . . 〉 ,



76

ĉn| . . . , 1nk , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k åäèíèö

, Nn, . . . 〉 = (−1)kNn |. . . , 1nk , 0, . . . , 0, Nn − 1, . . . 〉 .

Ýòè îïåðàòîðû òàêæå ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó è ïîä÷èíÿþòñÿ àíòèêîììóòàöèîííûì ñî-

îòíîøåíèÿì

[ĉn, ĉ
+
m]+ = δnm, [ĉn, ĉm]+ = [ĉ+

n , ĉ
+
m]+ = 0.

Áàçèñíîå N -÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå

|. . . , 1n1 , . . . , 1nk , . . . , 1nN , . . . 〉 = ĉ+
n1
. . . ĉ+

nk
. . . ĉ+

nN
|0〉 =

∏
n∈O

n1<n2<···<nN

ĉ+
n |0〉 ,

çäåñü |0〉 = |0, . . . , 0, . . . 〉 - âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå.
Ãàìèëüòîíèàí ñ äâóõ÷àñòè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì

Ĥ =
∑
α,β=0

hαβ ĉ
+
α ĉβ +

1

2

∑
α1,α2=0
β1,β2=0

να2α1,β1β2 ĉ
+
α2
ĉ+
α1
ĉβ1 ĉβ2 .

Ãðàôè÷åñêèé îáðàç âçàèìîäåéñòâèÿ â ôîêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå

âçàèìîäåéñòâèå

r
να2α1,β1β2

�
�
�+

Q
Q
Qk�

�
�+

Q
Q
Qk

âβ1(ĉβ1)

âβ2(ĉβ2)

â+
α1

(ĉ+
α1

)

â+
α2

(ĉ+
α2

)

ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ äî âçàèìîäåéñòâèÿ

Ïóñòü ON = n1, n2, . . . , nN � ïðîèçâîëüíàÿ âûáîðêà íîìåðîâ îäíî÷àñòè÷íûõ ñî-

ñòîÿíèé |φn〉 (äëÿ áîçîíîâ íåêîòîðûå èëè âñå ni ìîãóò ñîâïàäàòü, à äëÿ ôåðìèîíîâ

n1 < n2 < · · · < nN). Òîãäà ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö â ôîêîâ-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (çäåñü îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

ôåðìèîíîâ îáîçíà÷àþòñÿ òàêæå, êàê è áîçîííûå)

|Φ〉 =
∞∑
N=0

∑
ON

Cn1,n2,...,nN â
+
n1
â+
n2
. . . â+

nN
|0〉.

Åñëè îäíî÷àñòè÷íûé ãàìèëüòîíèàí ĥ êîììóòèðóåò ñ âûáðàííûì ïîëíûì íàáîðîì íà-

áëþäàåìûõ, òî hαβ = εαδαβ (εα � ýíåðãåòè÷åñêèé îäíî÷àñòè÷íûé ñïåêòð) è

Ĥ0 =
∑
α

εαâ
+
α âα,

à òàê êàê îïåðàòîð â+
α âα ñ÷èòàåò ÷èñëî ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè |φα〉, òî âûáðàííûé ñïîñîá

îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêè âïîëíå àäåêâàòåí.
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XX. Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ

So: îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ëþáîãî ÷èñëà òîæäåñòâåííûõ ÷à-

ñòèö (áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ). Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, äåéñòâóþùèå â

ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ïîä÷èíÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèì êîììóòàöèîííûì (àíòèêîììóòàöèîí-

íûì) ñîîòíîøåíèÿì. Ïîñòðîèì ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ñîîòíîøåíèé, à äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà

îïðåäåëèì îäíî÷àñòè÷íûå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ.

A. Áîçîíû

Îäíî÷àñòè÷íûå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñîáñòâåííûå ñîñòîÿ-

íèÿ îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ

â|α〉 = α|α〉. (24)

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ òàêèõ ñîñòîÿíèé ïîñòðîèì áàçèñ îäíî÷àñòè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà

èç ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé |n〉, n = 0, 1, . . . , ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â+â

â+â|n〉 = λn|n〉.

Ýòî óðàâíåíèå óæå ðåøàëîñü ïðè èçó÷åíèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Îïåðàòîðû

ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñòðîèëèñü ñîâåðøåííî äðó-

ãèì ñïîñîáîì, íî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé è çíà÷åíèé èñïîëüçîâàëèñü

òîëüêî äâà ñâîéñòâà òàêèõ îïåðàòîðîâ: èõ ñîïðÿæåííîñòü äðóã ê äðóãó è êîììóòàöè-

îííûå ñîîòíîøåíèÿ [â, â+] = 1. Ïîýòîìó îòâåò:

1. ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà λn = n, n = 0, 1, . . . ,

2. ñóùåñòâóåò íîðìèðîâàííîå âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå |0〉, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ â|0〉 = 0,

3. ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ

|n〉 =
1√
n!

(â+)n|0〉, n = 0, 1, . . . ,

4. ýòè ñîñòîÿíèÿ îðòîíîðìèðîâàíû 〈n|m〉 = δn,m
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5. è äëÿ íèõ ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå åäèíèöû∑
n=0

|n〉 〈n| = Î.

Ðàçëîæèì êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ïî áàçèñó |α〉 =
∑
n=0

cn|n〉, òîãäà

â
∑
n=0

cn|n〉 =
∑
n=1

cn
√
n|n− 1〉 =

∑
n=0

cn+1

√
n+ 1|n〉 = α

∑
n=0

cn|n〉.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî cn = c0
αn√
n!
, à èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè íàõîäèì c0. Òàêèì îáðàçîì,

|α〉 = exp
[
− ᾱα

2

]∑
n=0

αn√
n!
|n〉 = exp

[
− ᾱα

2
+ αâ+

]
|0〉,

ïðè÷åì α � ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Òàêàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ïåðåïîë-

íåíà.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé

〈α1|α2〉 = exp
[
−1

2
ᾱ1α1 −

1

2
ᾱ2α2 + ᾱ1α2

]
.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôîêîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà êðàéíå âàæíî, ÷òî äëÿ êîãå-

ðåíòíûõ ñîñòîÿíèé åñòü ðàçëîæåíèå åäèíèöû∫
C

dᾱdα |α〉 〈α| = Î, α = x+ iy, dᾱdα =
1

π
dxdy,

èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî: ∫
dxdy |α〉 〈α| =

∑
m,n=0

|n〉 〈m|√
n!m!

∫
dxdy e−ᾱααnᾱm =

=
∑
m,n=0

|n〉 〈m|√
n!m!

∫ ∞
0

d% %%n+me−%
2

∫ 2π

0

dϕeiϕ(n−m) = π
∑
m,n=0

|n〉 〈m|√
n!m!

∫ ∞
0

d% 2%%n+me−%
2

δnm =

= π
∑
n=0

|n〉 〈n|
n!

∫ ∞
0

duune−u = π
∑
n=0

|n〉 〈n| = πÎ.
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B. Ôåðìèîíû

Òåïåðü ïîïûòàåìñÿ ðåàëèçîâàòü ïðèâåäåííóþ ïðîãðàììó ïîñòðîåíèÿ êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé äëÿ ôåðìèîíîâ. Àíòèêîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îäíî÷àñòè÷íîãî ñî-

ñòîÿíèÿ

[ĉ, ĉ+]+ = ĉ ĉ+ + ĉ+ ĉ = 1, (ĉ+)2 = ĉ2 = 0.

Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè

ĉ+ =

∥∥∥∥∥∥∥
0 0

1 0

∥∥∥∥∥∥∥ , ĉ =

∥∥∥∥∥∥∥
0 1

0 0

∥∥∥∥∥∥∥ .
Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn è ñîñòîÿíèÿ |n〉 ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ĉ+ĉ:

1. ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà λn = n, n = 0, 1,

2. ñóùåñòâóåò íîðìèðîâàííîå âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå |0〉, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ ĉ|0〉 = 0,

3. ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå |1〉 = ĉ+|0〉,

4. ýòè ñîñòîÿíèÿ îðòîíîðìèðîâàíû 〈n|m〉 = δn,m

5. è äëÿ íèõ ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå åäèíèöû

1∑
n=0

|n〉 〈n| = Î.

Îïðåäåëèì êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ĉ |θ〉 = θ |θ〉,

ãäå (ïðåäâîñõèùàÿ áëèæàéøåå áóäóùåå) θ � íåêîòîðûé îáúåêò, èìåþùèé êîìïëåêñíóþ

ñòðóêòóðó θ = x + iy. Ðàçëàãàÿ êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ïî áàçèñó |θ〉 = c0|0〉 + c1|1〉,
ïîëó÷èì

ĉ |θ〉 = c1|0〉 = θ(c0|0〉+ c1|1〉), c1 = θ c0, θ c1 = 0.

Ïðîñòåéøèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå âîçìîæíî, åñëè

θ2 = x2 − y2 + i(xy + yx) = 0, x2 = y2 = 0, xy + yx = 0.
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Êîíå÷íî æå x = y = 0, åñëè ýòî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, è, âìåñòî ñåìåéñòâà êîãåðåíòíûõ

ñîñòîÿíèé, åñòü òîëüêî îäíî � âàêóóìíîå. Îäíàêî, ñåìåéñòâî êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé,

êîòîðûå ïàðàìåòðèçóþòñÿ âåëè÷èíîé θ, ñóùåñòâóåò, åñëè ñ÷èòàòü ïåðåìåííûå x, y �

ãðàññìàíîâûìè. Òàêîé ïóòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ìàòåìàòè÷åñêè íå ïðîñò: óìíîæåíèå íà

ãðàññìàíîâó ïåðåìåííóþ íå îïðåäåëåíî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íî, åñëè î÷åíü

íàäî, ìîæíî ïîïðîáîâàòü. Èòàê, x, y � äåéñòâèòåëüíûå îáðàçóþùèå àëãåáðû Ãðàññìàíà.

Åñëè ââåñòè ñîïðÿæåííóþ ïåðåìåííóþ θ̄ = x− iy, òî

θ2 = θ̄2 = 0, θθ̄ + θ̄θ = 0.

Çàïèøåì êîãåðåíòíûå ket- è bra- ñîñòîÿíèÿ

|θ〉 = c0(|0〉+ θ|1〉), 〈θ| = c̄0(〈0|+ θ̄〈1|),

âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè

1 = 〈θ|θ〉 = c̄0c0(1 + θ̄θ) = c̄0c0eθ̄θ.

Îòñþäà, âî-ïåðâûõ, ñëåäóåò ïðàâèëî ñîïðÿæåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ êîìïëåêñíûõ ãðàññìà-

íîâûõ ïåðåìåííûõ

θθ = θ̄θ,

à òàêæå îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ñåìåéñòâà êîãåðåíòíûõ îäíîôåðìèîííûõ ñîñòî-

ÿíèé

|θ〉 = exp
[
− θ̄θ

2

] 1∑
n=0

θn√
n!
|n〉 = exp

[
− θ̄θ

2
+ θĉ+

]
|0〉,

ãäå θ � êîìïëåêñíàÿ ãðàññìàíîâà ïåðåìåííàÿ (ñðàâíèòü ñ áîçîííûì ñëó÷àåì).

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé

〈θ1|θ2〉 = exp
[
−1

2
θ̄1θ1 −

1

2
θ̄2θ2 + θ̄1θ2

]
.

Ðàçëîæåíèå åäèíèöû. Ïî àíàëîãèè ñ áîçîííûì ðàçëîæåíèåì åäèíèöû çàïèøåì ôîð-

ìàëüíîå âûðàæåíèå ∫
dxdy |θ〉 〈θ|

ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì è îïðåäåëèì ïðîöåäóðó èíòåãðèðî-

âàíèÿ òàê, ÷òîáû ðàçëîæåíèå åäèíèöû ñóùåñòâîâàëî è â ýòîì ñëó÷àå.
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Òàêèì îáðàçîì, ∫
dxdy |θ〉 〈θ| =

= |0〉 〈0|
∫

dxdy e−θ̄θ + |0〉 〈1|
∫

dxdy e−θ̄θ θ̄ + |1〉 〈0|
∫

dxdy e−θ̄θθ + |1〉 〈1|
∫

dxdy e−θ̄θ θ̄θ =

= |0〉 〈0|
∫

dxdy (1 + 2iyx) + |0〉 〈1|
∫

dxdy (x− iy) + |1〉 〈0|
∫

dxdy (x+ iy) + |1〉 〈1|
∫

dxdy 2iyx

Ýòî âûðàæåíèå ñâîäèòñÿ ê ðàçëîæåíèþ åäèíèöû, åñëè∫
dxdy (1 + 2iyx) =

∫
dxdy 2iyx 6= 0,

∫
dxdy (x+ iy) =

∫
dxdy (x− iy) = 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèìâîëû dx, dy � òîæå ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå, òî åñòü

dx2 = dy2 = 0, dxdy + dydx = 0, xdx+ dxx = xdy + dyx = ydx+ dxy = ydy + dyy = 0.

Òîãäà ïîñòàâëåííûå óñëîâèÿ áóäóò âûïîëíåíû, åñëè êðàòíûå èíòåãðàëû ïîíèìàòü êàê ïîâòîðíûå è

ñ÷èòàòü, ÷òî (Ô.À.Áåðåçèí) ∫
dx =

∫
dy = 0,

∫
dxx =

∫
dy y = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ∫
dxdy

2i
|θ〉 〈θ| = Î.

Òàê êàê θ, θ̄ � òîæå ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå, òî

1 =

∫
dθ̄dθ θθ̄ = 2i

∫
dθ̄dθ yx =

∫
dxdy yx,

ñëåäîâàòåëüíî,

dθ̄dθ =
dxdy

2i
.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå åäèíèöû ïî ôåðìèîííûì êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèÿì ìîæíî

îïðåäåëèòü è îíî èìååò âèä ∫
dθ̄dθ |θ〉 〈θ| = Î.

So: ïóòåì ââåäåíèÿ ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ è ïðàâèë èíòåãðèðîâàíèÿ ïî íèì,

óäàëîñü äîáèòüñÿ ïîëíîé ôîðìàëüíîé àíàëîãèè ìåæäó îäíî÷àñò÷íûìè êîãåðåíòíûìè

ñîñòîÿíèÿìè áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ.

Ýëåìåíòàðíûé àíàëèç íà ãðàññìàíîâîé àëãåáðå.

Ïóñòü xi, i = 0, 1, . . . , � ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå

xixk + xkxi = 0.
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Ôóíêöèè îò ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ

f(x) = f0 +
∑
n

f1(n)xn +
∑
n1<n2

f2(n1, n2)xn1
xn2

+ · · ·+
∑

n1<···<nN

fN (n1, . . . , nN )xn1
. . . xnN

+ . . .

Îïðåäåëèì ïðîèçâîäíûå (ëåâûå è ïðàâûå)

→
∂

∂xnk

xn1
. . . xnk−1

xnk
xnk+1

. . . xnN
= (−1)k−1xn1

. . . xnk−1
xnk+1

. . . xnN
,

xn1
. . . xnk−1

xnk
xnk+1

. . . xnN

←
∂

∂xnk

= (−1)N−kxn1
. . . xnk−1

xnk+1
. . . xnN

Èíòåãðàë.

Ãðàññìàíîâû ñèìâîëû äèôôåðåíöèàëîâ dxi

dxidxk + dxkdxi = xidxk + dxkxi = 0.

Îäíîêðàòíûå èíòåãðàëû ∫
dxi = 0,

∫
dxi xi = 1, ñóììèðîâàíèÿ ïî i íåò.

Êðàòíûå èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ êàê ïîâòîðíûå.

Ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëèì yi = aikxk. Ïåðåìåííûå yi � ãðàññìàíîâû. Íàéäåì, ÷òî ïðè

òàêîé çàìåíå ïðîèñõîäèò ñ äèôôåðåíöèàëàìè dyi. Ïóñòü dyi = dxk bki, òîãäà

δki =

∫
dyi yk =

∫
dxm xn bmiakn = akmbmi, bik = (a)−1

ik .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëèíåéíîé çàìåíå

yi = aikxk, dyi = dxk (a)−1
ki .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

dy1 dy2 . . . dyN =
1

det(aik)
dx1 dx2 . . . dxN .

XXI. Ïðåäñòàâëåíèÿ êîììóòàöèîííûõ è àíòèêîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé

Ïîâòîðèìñÿ. Ïóñòü ON = n1, n2, . . . , nN � ïðîèçâîëüíàÿ âûáîðêà íîìåðîâ îäíî÷à-

ñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé |φn〉 (äëÿ áîçîíîâ íåêîòîðûå èëè âñå ni ìîãóò ñîâïàäàòü, à äëÿ
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ôåðìèîíîâ n1 < n2 < · · · < nN). Òîãäà ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷à-

ñòèö â ôîêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (çäåñü îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è

óíè÷òîæåíèÿ ôåðìèîíîâ îáîçíà÷àþòñÿ òàêæå, êàê è áîçîííûå)

|Φ〉 =
∞∑
N=0

∑
ON

Cn1,n2,...,nN â
+
n1
â+
n2
. . . â+

nN
|0〉.

Ðàññìîòðèì êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå

|α〉 ≡ |α0, α1, . . . , αi, . . . 〉 = |α0〉 ⊗ |α1〉 ⊗ · · · ⊗ |αi〉 ⊗ . . . ,

Äàëåå, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, α � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ äëÿ áîçîíîâ è

ãðàññìàíîâà äëÿ ôåðìèîíîâ.

Ïðåäñòàâëåíèå ket-ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëèì âîò òàê

|Φ〉 =⇒ Φ(ᾱ) = exp
[1

2
ᾱα
]
〈α|Φ〉, ᾱα =

∑
i=0

ᾱiαi.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íàõîäèì

Φ(ᾱ) =
∞∑
N=0

∑
ON

Cn1,n2,...,nN ᾱn1ᾱn2 . . . ᾱnN ,

è ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ àíòèãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé ìíîãèõ ïåðå-

ìåííûõ (ãîëîìîðôíîå ïðåäñòàâëåíèå).

Bra-ñîñòîÿíèå, êàê îáû÷íî, ïîëó÷àåòñÿ ñîïðÿæåíèåì ýòîé ôóíêöèè. Îäíàêî, îáîçíà-

÷àòü òàêóþ ôóíêöèþ áóäåì íåñêîëüêî èíà÷å, èìåÿ â âèäó ñëåäóþùåå

Φ(ᾱ) ≡ Φ̄(α) =
∞∑
N=0

∑
ON

C̄n1,n2,...,nNαn1αn2 . . . αnN .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè

〈Φ1|Φ2〉 =

∫
dᾱdα 〈Φ1|α〉〈α|Φ2〉 =

∫
dᾱdα e−ᾱαΦ̄1(α)Φ2(ᾱ), dᾱdα =

∏
i=0

dᾱidαi.

Íàéäåì êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå, ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ íîðìàëüíî

óïîðÿäî÷åííîãî îïåðàòîðà N(. . . , â+
i , . . . | . . . , âk, . . . ) (îïåðàòîðà, â êîòîðîì âñå îïåðà-

òîðû ðîæäåíèÿ ñòîÿò ñëåâà, à âñå îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ - ñïðàâà) íà ñîñòîÿíèå |Φ〉

N̂(. . . , â+
i , . . . | . . . , âk, . . . )|Φ〉 =⇒ eᾱα/2

∫
dᾱ0dα0 〈α|N̂ |α0〉 〈α0|Φ〉 =

=

∫
dᾱ0dα0 eᾱα/2−ᾱ

0α0/2N(ᾱ|α0)〈α|α0〉Φ(ᾱ0) =

∫
dᾱ0dα0 e(ᾱ−ᾱ0)α0

N(ᾱ|α0) Φ(ᾱ0)
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XXII. Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë

Ýâîëþöèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |Φ0〉 â êâàíòîâîé òåîðèè óïðàâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíè-

àíîì ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû Ĥ = H(â+, â) è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà

i
d

dt
|Φ(t)〉 = Ĥ|Φ(t)〉, |Φ(t0)〉 = |Φ0〉.

Ðàçîáüåì ýâîëþöèþ íà K, ðàâíûõ ε = (t − t0)/K, ïðîìåæóòêà âðåìåíè (ðåøåòî÷íàÿ

àïïðîêñèìàöèÿ ýâîëþöèè). Óñòðåìèì K →∞, ε→ 0.

�r r r r r r r r r r r r r r r
k = K k = 0k

t t0

Òîãäà ñîñòîÿíèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè |Φ(t0)〉 = |Φk=0〉 ñâÿçàíî ñ êîíå÷íûì

|Φ(t)〉 = |Φk=K〉 ñîîòíîøåíèåì

|Φk=K〉 = exp
[
−iεĤK−1

]
exp
[
−iεĤK−2

]
. . . exp

[
−iεĤk

]
. . . exp

[
−iεĤ0

]
|Φk=0〉.

Âñòàâèì ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû

Î =

∫
dᾱkdαk |α〉 〈α|, k = 0, . . . , K − 1,

ïî ïðèâåäåííîé íèæå ñõåìå è ïåðåéäåì â ãîëîìîðôíîå ïðåäñòàâëåíèå:

exp
[1

2
(ᾱKαK − ᾱK−1αK−1)

]
exp
[1

2
(ᾱK−1αK−1 − ᾱK−2αK−2)

]
〈αK | exp

[
−iεĤK−1

]
|αK−1〉 〈αK−1| exp

[
−iεĤK−2

]
|αK−2〉

exp
[1

2
(ᾱkαk − ᾱk−1αk−1)

]
exp
[1

2
(ᾱ1α1 − ᾱ0α0)

]
〈αk| exp

[
−iεĤk−1

]
|αk−1〉 〈α1| exp

[
−iεĤ0

]
|α0〉

dᾱK−1dαK−1 dᾱK−2dαK−2

dᾱkdαk dᾱk−1dαk−1 dᾱ1dα1 dᾱ0dα0

� r
k = 0

r
k = 1

r
k

r
k − 1 . . .. . .

�r
k = K

r
k = K − 1

r
k = K − 2 . . .

ΦK(ᾱK) =

Φ0(ᾱ0)

Ðåçóëüòàò ýâîëþöèè ïî íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Φt(ᾱ
K) =

∫
dᾱ0dα0e−ᾱ

0α0

Ut,t0(ᾱ
K , α0)Φ0(ᾱ0).

Çäåñü îïðåäåëåíà êëþ÷åâàÿ äëÿ äèíàìèêè ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû âåëè÷èíà � ÿäðî îïåðà-

òîðà ýâîëþöèè Ut,t0(ᾱ
K , α0), àíòèãîëîìîðôíîå ïî ïåðâîìó è ãîëîìîðôíîå ïî âòîðîìó

àðãóìåíòó:

Ut,t0(ᾱ
K , α0) = eᾱ

0α0
(K−1∏
k=1

∫
dᾱkdαk

) K∏
k=1

exp
[1

2
(ᾱkαk− ᾱk−1αk−1)

]
〈αk| exp[−iεĤk−1]|αk−1〉.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïî êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèÿì ïðîäåëàåì ñëåäóþ-

ùóþ ïðîöåäóðó (ãàìèëüòîíèàí Ĥ = H(. . . , â+
i , . . . | . . . , âk, . . . ) ïðåäïîëàãàåòñÿ íîðìàëü-

íî óïîðÿäî÷åííûì):

〈αk| exp[−iεĤk−1]|αk−1〉 = 〈αk|[1− iεĤk−1]|αk−1〉+O(ε2) =

= 〈αk|αk−1〉[1− iεHk−1(ᾱk, αk−1)] +O(ε2) = 〈αk|αk−1〉 exp[−iεHk−1(ᾱk|αk−1)] +O(ε2).

Òåïåðü ÿäðî îïåðàòîðà ýâîëþöèè ïðåäñòàâèìî â âèäå (åñòü íàä ÷åì ïîäóìàòü)

Ut,t0(ᾱ
K , α0) = eᾱ

0α0
(K−1∏
k=1

∫
dᾱkdαk

) K∏
k=1

exp
[
(ᾱk − ᾱk−1)αk−1 − iεHk−1(ᾱk|αk−1)

]∣∣∣∣∣
K→∞

.

(25)

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàëû ïî dᾱkdαk, k = 1, . . . , K − 1, â âèäå ñóìì Ðèìàíà. Äëÿ ýòîãî

ðàçîáüåì êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî C(k)
0 ⊗ · · · ⊗ C(k)

n ⊗ . . . , k = 1, . . . , K − 1, (èíäåêñ

n íóìåðóåò îäíî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ, ïî êîòîðûì ïîñòðîåíî ôîêîâñêîå ïðîñòðàíñòâî,

à èíäåêñ k óêàçûâàåò íà ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà áåðåòñÿ èíòåãðàë) íà ýëåìåíòàðíûå

ÿ÷åéêè ∆ak îáúåìà vol(∆ak)→ 0. Ýòè ÿ÷åéêè ïðîíóìåðóåì èíäåêñîì ak. Îïðåäåëèì

Y ak

ak−1 ≡ exp
[
(ᾱk − ᾱk−1)αk−1 − iεHk−1(ᾱk|αk−1)

]
αk∈∆

ak
,αk−1∈∆

ak−1

.

Òîãäà

Ut,t0(ᾱ
K , α0) =

= eᾱ
0α0
∑
aK−1

vol(∆aK−1) · · ·
∑
ak

vol(∆ak) · · ·
∑
a1

vol(∆a1)Y
aK

aK−1 . . . Y
ak+1

ak Y ak

ak−1 . . . Y
a1

a0 =

= eᾱ
0α0

∑
γ={a1,...,ak,...,aK−1}

volγ exp
[ K∑
k=1

[
(ᾱk − ᾱk−1)αk−1 − iεHk−1(ᾱk|αk−1)

]]
αk∈∆

ak
,ak∈γ

,

çäåñü volγ =
K−1∏
k=1

vol(∆ak)ak∈γ. Â ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèÿõ ïðîâåäåíî ïåðåñóììèðîâàíèå

(ñì. ðèñóíîê): âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñóììèðîâàíèÿ ïî a1, . . . , ak, . . . , aK−1 âçÿòà

ïðîèçâîëüíàÿ âûáîðêà (ïóòü) γ = {a1, . . . , ak, . . . , aK−1} (êàæäûé èíäåêñ ak ïðè äàííîì
k âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç), âäîëü ýòîé âûáîðêè (ïóòè) ïðîâåäåíî ñóììèðîâàíèå,

à çàòåì ïðîâåäåíî ñóììèðîâàíèå ïî âñåì âîçìîæíûì âûáîðêàì γ (ïóòÿì).
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ᾱK

. . .

α0

∆ak+1

∆ak

∆ak−1

. . .

∆aK−1

∆a1

γ

γ = {a1, . . . , ak, . . . , aK−1}

Ïîýòîìó â ïðåäåëå volγ → 0, K → ∞, ÿäðî îïåðàòîðà ýâîëþöèè ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü

ñåáå êàê èíòåãðàë ïî âñåì âîçìîæíûì òðàåêòîðèÿì γ = {ᾱ(τ), α(τ)} â ïðîñòðàíñòâå

C0 ⊗ · · · ⊗ Cn ⊗ . . . , êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ â α0 ïðè τ = t0 è çàêàí÷èâàþòñÿ â ᾱK ïðè

τ = t:

Ut,t0(ᾱ
K , α0) =

∫
γ: ᾱ(t)=ᾱK ,α(t0)=α0

Dᾱ(τ)Dα(τ) eiS[γ],

iS[γ] = ᾱ(t0)α0 +

∫
γ

dτ
[(
∂τ ᾱ(τ)

)
α(τ)− iHτ

(
ᾱ(τ)|α(τ)

)]
. (26)

Ïðèâåäåííóþ êîíñòðóêöèþ íè â êîåé ìåðå íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê êîððåêòíîå ìà-

òåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå. Ýòî ñêîðåå ýâðèñòè÷åñêèé ñïîñîá ðàññóæäåíèé, êîòîðûé,

ïðàâäà, íå ðàç óæå äîêàçàë ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü.

Âû÷èñëèì êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë, îïðåäåëÿþùèé ÿäðî îïåðàòîðà ýâîëþöèè â ãî-

ëîìîðôíîì ïðåäñòàâëåíèè ñâîáîäíîé òåîðèè, òî åñòü òåîðèè ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ =
∑
m

εmâ
+
mâm.

0. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

Ut,t0(ᾱ
K , α0) = exp

[1

2
(ᾱKαK + ᾱ0α0)

]
〈αK |e−i(t−t0)Ĥ |α0〉,

ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ äàþò

Ut,t0(ᾱ
K , α0) = exp

[∑
m

ᾱKmα
0
me−iεm(t−t0)

]
.



87

1. Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóÿ ðåøåòî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ (25). Îáîçíà÷åíèå:

λm = 1− iεεm.

Ut,t0(ᾱK , α0) =
∏
m

(K−1∏
k=1

dᾱkmdαkm

)
exp
[K−1∑
k=0

(λmᾱ
k+1
m αkm − ᾱkmαkm) + ᾱ0

mα
0
m

]
=

∏
m

(K−1∏
k=2

dᾱkmdαkm

)
exp
[K−1∑
k=2

(λmᾱ
k+1
m αkm − ᾱkmαkm)

] ∫
dᾱ1

mdα1
me−ᾱ

1
mα

1
m+λmᾱ2

mα
1
m+λmᾱ1

mα
0
m =

∏
m

(K−1∏
k=3

dᾱkmdαkm

)
exp
[K−1∑
k=3

(λmᾱ
k+1
m αkm − ᾱkmαkm)

] ∫
dᾱ2

mdα2
me−ᾱ

2
mα

2
m+λmᾱ3

mα
2
m+λ2mᾱ

2
mα

0
m =

· · · =
∏
m

∫
dᾱK−1

m dαK−1
m e−ᾱ

K−1
m αK−1

m +λmᾱKmα
K−1
m +λK−1

m ᾱK−1
m α0

m =
∏
m

eᾱ
K
mα

0
mλ

K
m

∣∣∣∣∣
K→∞

Îòâåò:

Ut,t0(ᾱK , α0) = exp
[∑
m

ᾱKmα
0
me−iεm(t−t0)

]
.

2. Âû÷èñëèì ýòî æå ÿäðî ýâîëþöèè, èñïîëüçóÿ êîíòèíóàëüíóþ âåðñèþ.

Ut,t0(ᾱK , α0) =
∏
m

∫
ᾱm(t)=ᾱKm
αm(t0)=α0

m

Dᾱm(τ)Dαm(τ)

exp
[
ᾱm(t0)α0

m +

∫ t

t0

dτ
[(
∂τ ᾱm(τ)

)
αm(τ)− iεmᾱm(τ)αm(τ)

]]
.

Íàéäåì ýêñòðåìàëüíóþ (êëàññè÷åñêóþ) òðàåêòîðèþ ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû (ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ìíèìîé åäèíèöû äåéñòâèÿ)

i δSm = δᾱm(t0)α0
m+∫ t

t0

dτ
[(
∂τδᾱm(τ)

)
αm(τ) +

(
∂τ ᾱm(τ)

)
δαm(τ)− iεmδᾱm(τ)αm(τ)− iεmᾱm(τ) δαm(τ)

]
=

=

∫ t

t0

dτ
(
∂τ ᾱm(τ)− iεmᾱm(τ)

)
δαm(τ)−

∫ t

t0

dτ δᾱ(τ)
(
∂ταm(τ) + iεmαm(τ)

)
= 0.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

(∂τ − iεm)ᾱm(τ) = 0, ᾱm(t) = ᾱKm,

(∂τ + iεm)αm(τ) = 0, αm(t0) = α0
m,

èõ ðåøåíèÿ

ᾱcl
m(τ) = ᾱKme−iεm(t−τ), αcl

m(τ) = α0
me−iεm(τ−t0).

Ñäåëàåì â êîíòèíóàëüíîì èíòåãðàëå çàìåíó òðàåêòîðèé

{ᾱm(τ), αm(τ) : ᾱm(t) = ᾱKm, αm(t0) = α0
m} → {q̄m(τ), qm(τ) : q̄m(t) = qm(t0) = 0}
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ïî ôîðìóëå

ᾱm(τ) = ᾱcl
m(τ) + q̄m(τ), αm(τ) = αcl

m(τ) + qm(τ).

Ïðè òàêîé çàìåíå

Dᾱm(τ)Dαm(τ) = Dq̄m(τ)Dqm(τ),

iSm = ᾱcl
m(t0)α0

m +

∫ t

t0

dτ
[(
∂τ q̄m(τ)

)
qm(τ)− iεmq̄m(τ)qm(τ)

]
.

Òàêèì îáðàçîì,

Ut,t0(ᾱK , α0) = N exp
[∑
m

ᾱKmα
0
me−iεm(t−t0)

]
,

ãäå âåëè÷èíó

N =
∏
m

∫
q̄m(t)=0
qm(t0)=0

Dq̄m(τ)Dqm(τ) exp
[∫ t

t0

dτ
[(
∂τ q̄m(τ)

)
qm(τ)− iεmq̄m(τ)qm(τ)

]]
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêèé íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, êîòîðûé ïî ïîñòðîåíèþ

íå çàâèñèò îò ᾱK , α0 è ðàâåí (ñì. âûøå) åäèíèöå N = 1.

XXIII. Ñêàëÿðíîå ïîëå

A. ×àñòèöà áåç âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû

Ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà â êâàíòîâîé òåîðèè - ÷àñòèöà, ó êîòîðîé ñîõðàíÿåòñÿ èìïóëüñ:

[p̂ , ĥ ] = 0,

ĥ - ãàìèëüòîíèàí ÷àñòèöû.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íà îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà (−L 6 x 6 L). Çàäà÷à íà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ èìïóëüñà:

p̂ |φp〉 = p |φp〉. (27)

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè |φp〉 ⇒ φp(x) ∈ L2(x ∈ [−L,L], dx); p̂ |φp〉 ⇒ −i∂xφp(x),

φp(x) - àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èç L2(x ∈ [−L,L], dx), òàêàÿ ÷òî ∂xφp(x) ∈
L2(x ∈ [−L,L], dx) è, êðîìå òîãî, φp(−L) = φp(L) (âûáðàíî îäíî èç âîçìîæíûõ ñàìî-

ñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé).

Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

φp(x) =
eipx

√
V
, pL = πn, n = 0,±1,±2, . . . , V = 2L. (28)
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Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí ĥ êîììóòèðóåò ñ p̂, ó ýòèõ îïåðàòîðîâ ñóùåñòâóåò îáùèé ïîëíûé

íàáîð ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé, ïîýòîìó

〈p1|ĥ|p2〉 = εp1 δp1,p2 .

Çäåñü εp - ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p. Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè

εp =
√
p2 +m2,

ãäå m - ìàññà ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòèöû.

Åñëè ó ðàññìàòðèâàåìûõ ÷àñòèö íåò íèêàêèõ âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, òî êâàí-

òîâàÿ òåîðèÿ òàêèõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö â ôîêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâà-

åòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì âèäà

Ĥ =
∑
p

εpâ
+
p âp, (29)

ïðè÷åì â êà÷åñòâå îäíî÷àñòè÷íîãî îïåðàòîðà, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôîêîâñêîãî

ïðîñòðàíñòâà, âûáðàí îïåðàòîð èìïóëüñà ÷àñòèöû íà îòðåçêå −L 6 x 6 L.

B. Êâàíòîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

Ñâîáîäíîå ìàññèâíîå ñêàëÿðíîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ ëàãðàíæèàíîì

L =

∫
V

dx
1

2

[
∂µφ(t, x)∂µφ(t, x)−m2φ2(t, x)

]
. (30)

Ðàññìîòðèì ïîëå â áîëüøîé, íî êîíå÷íîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà x ∈ [−L,L]. Â ýòîé

îáëàñòè ðàçëîæèì ïîëå â ðÿä ïî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ñî-

ñòîÿíèé îïåðàòîðà èìïóëüñà φp(x) (ñì. 28). Íà ýòî ìîæíî ñìîòðåòü, êàê íà òî÷å÷íóþ

çàìåíó ïåðåìåííûõ.

φ(t, x) =
∑
k

φk(x)ck(t).

Âåùåñòâåííîñòü ïîëÿ íàêëàäûâàåò ñâÿçü c−k = c̄k.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ

L =
∑
k

1

2

[
ċk(t)ċ−k(t)− ω2

kck(t)c−k(t)
]
, ω2

k = k2 +m2.
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Ìíîæåñòâî âñåõ k, k 6= 0, ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû k,−k. Ìíîæåñòâî òàêèõ k, ÷òî k > 0,

îáîçíà÷èì K+, à ìíîæåñòâî âñåõ îñòàâøèõñÿ k 6= 0 � K−. Òîãäà

L =
1

2

[
ċ2

0(t)− ω2
0c

2
0(t)
]

+
∑
k∈K+

[
ċk(t) ˙̄ck(t)− ω2

kck(t)c̄k(t)
]
,

ïðè÷åì òåïåðü ck ñ k ∈ K+ � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, à c0 � äåéñòâèòåëüíàÿ.

Îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíûå qk, Qk

ck =
1√
2

(qk + iQk), k ∈ K+

è ïåðåîïðåäåëèì c0 ≡ q0. Òîãäà ëàãðàíæèàí ïðèìåò âèä

L =
1

2

[
q̇2

0(t)− ω2
0q

2
0(t)
]

+
1

2

∑
k∈K+

[
q̇2
k + Q̇2

k − ω2
k(q

2
k +Q2

k)
]
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïîëå - íàáîð ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ.

Ãàìèëüòîíèçàöèÿ î÷åâèäíà:

H =
1

2

[
p2

0 + ω2
0q

2
0

]
+

1

2

∑
k∈K+

[
p2
k + P 2

k + ω2
k(q

2
k +Q2

k)
]
.

Êâàíòîâàíèå.

Ãàìèëüòîíèàí

Ĥ =
1

2

[
p̂2

0 + ω2
0 q̂

2
0

]
+

1

2

∑
k∈K+

[
p̂2
k + P̂ 2

k + ω2
k(q̂

2
k + Q̂2

k)
]
.

Êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (Q̂α = (q̂0, q̂i, Q̂i), P̂α = (p̂0, p̂i, P̂i), i ∈ K+)

[Q̂α, P̂β] = iδαβ Î, [Q̂α, Q̂β] = [P̂α, P̂β] = 0.

Îïðåäåëèì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

Âα = (α̂0, âi, Âi), Â+
α = (α̂+

0 , â
+
i , Â

+
i ), i ∈ K+

ñëåäóþùèì îáðàçîì

Âα =
1√
2ωα

(
iP̂α + ωαQ̂α

)
, Â+

α =
1√
2ωα

(
−iP̂α + ωαQ̂α

)
.

Òîãäà

[Âα, Â+
β ] = δαβ Î, [Âα, Âβ] = [Â+

α , Â+
β ] = 0,
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Ĥ = ω0

[
α̂+

0 α̂0 +
1

2

]
+
∑
k∈K+

ωk
[
â+
k âk + Â+

k Âk + 1
]
.

Ââåäåì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, îïðåäåëåííûå ïðè ëþáûõ k:

k ∈ K+ : α̂k =
1√
2

(âk + iÂk), α̂+
k =

1√
2

(â+
k − iÂ+

k )

k ∈ K− : α̂k =
1√
2

(â−k − iÂ−k), α̂+
k =

1√
2

(â+
−k + iÂ+

−k).

Íîâûå ïåðåìåííûå ïîä÷èíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[α̂i, α̂
+
k ] = δik Î, [α̂+

i , α̂
+
k ] = [α̂i, α̂k] = 0, i, k ∈ K+ ∪K− ∪K0,

è ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä

Ĥ =
∑
k

ωkα̂
+
k α̂k +

1

2

∑
k

ωk. (31)

Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö ñ íóëåâûì ñïèíîì (ñì. (29))

ýêâèâàëåíòíà êâàíòîâîé òåîðèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Åñòü åäèíñòâåííîå îòëè÷èå: ãàìèëü-

òîíèàíû ýòèõ òåîðèé îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó (íà÷àëî îòñ÷åòà), ñì. (31),

ïðàâäà, ðàâíóþ áåñêîíå÷íîñòè. Â ðàññìîòðåííîé ñèòóàöèè ýòî è íå òàê óæ è ñòðàøíî

� ê ëàãðàíæèàíó (30) ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, íå íàðóøàÿ Ïóàíêàðå-èíâàðèàíòíîñòè, ìîæíî

ïðèáàâèòü êîíñòàíòó. À òî, ÷òî îíà äàåò áåñêîíå÷íûé âêëàä â ýíåðãèþ, òî â êâàíòîâîé

òåîðèè ïîëÿ ê ýòîìó íóæíî ïðèâûêàòü.

Âûïîëíèâ âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåäåííûå íèæå, äëÿ îïåðàòîðà ïîëÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå

φ̂(x) =
∑
k

1√
2ωkV

(eikxα̂k + e−ikxα̂+
k ). (32)

Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà∑
k

ωkα̂
+
k α̂k =

∑
k∈K+

ωkα̂
+
k α̂k +

∑
k∈K−

ωkα̂
+
k α̂k =

=
1

2

∑
k∈K+

ωk(â
+
k âk + Â+

k Âk − i(Â+
k âk − â+

k Âk))+

+
1

2

∑
k∈K−

ωk(â
+
−kâ−k + Â+

−kÂ−k + i(Â+
−kâ−k − â+

−kÂ−k)) =

=
∑
k∈K+

ωk(â
+
k âk + Â+

k Âk).
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Âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ

φ(x) =
1√
V

∑
k

cke
ikx =

1√
V

∑
k∈K+

cke
ikx +

1√
V

∑
k∈K−

cke
ikx +

1√
V
c0 =

=
1√
V

∑
k∈K+

(cke
ikx + c̄ke

−ikx) +
1√
V
c0 =

=
1√
2V

∑
k∈K+

[
eikx(qk + iQk) + e−ikx(qk − iQk)

]
+

1√
V
q0 =

=
∑
k∈K+

[
eikxa

+
k + ak + i(A+

k +Ak)

2
√
V ωk

+ e−ikxa
+
k + ak − i(A+

k +Ak)

2
√
V ωk

]
+
α+

0 + α0√
2ω0V

=

=
∑
k∈K−

e−ikx
a+
−k + iA+

−k
2
√
V ωk

+
∑
k∈K+

eikx i(ak + iAk)

2
√
V ωk

+
∑
k∈K+

e−ikxa
+
k − iA+

k

2
√
V ωk

+

+
∑
k∈K−

eikx i(a−k − iA−k)

2V ωk
+
α+

0 + α0√
2V ω0

=

=
∑
k∈K−

e−ikxα+
k√

2ωkV
+
∑
k∈K+

eikxαk√
2ωkV

+
∑
k∈K+

e−ikxα+
k√

2ωkV
+
∑
k∈K−

eikxαk√
2ωkV

+
α+

0 + α0√
2V ω0

=

=
∑
k

1√
2ωkV

(eikxαk + e−ikxα+
k ).

Âàæíî, ÷òî äåéñòâèå, çàïèñàííîå â ôîðìå (30), èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-

çîâàíèé Ïóàíêàðå. Îòñþäà ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ðàññìàò-

ðèâàåìûõ ÷àñòèö, êîòîðîå çàâåäîìî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ òàêèõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé. Ïðîñòåéøèé âàðèàíò äâóõ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Sint = −λ
4

∫
dtdxφ4(t, x).

Âàæíûå âåùè, íà êîòîðûå ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå.

• Âçàèìîäåéñòâèå ïðèîáðåòàåò íîâûé, ïî ñðàâíåíèþ ñ íåðåëÿòèâèñòñêèì

â+
p1 â

+
p2 âp3 âp4

õàðàêòåð, íàïðèìåð,

â+
p1 â

+
p2 â

+
p3 â

+
p4 + âp1 âp2 âp3 âp4 .

• Èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé Ïóàíêàðå.

Ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé ãðóïïû. Ñïèí ÷àñòèöû.
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C. Êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïîëå

Ðàññìîòðèì äâà ñâîáîäíûõ âåùåñòâåííûõ ñêàëÿðíûõ ïîëÿ ñ îäèíàêîâîé ìàññîé

L =

∫
dx

1

2

[
∂µφ1(t, x)∂µφ1(t, x)−m2φ2

1(t, x)
]

+

∫
dx

1

2

[
∂µφ2(t, x)∂µφ2(t, x)−m2φ2

2(t, x)
]
.

Êâàíòîâàíèå

Ĥ =
∑
p

[εpα̂
+
p α̂p + εpβ̂

+
p β̂p], εp =

√
p2 +m2;

[α̂p1 , α̂
+
p2

] = δp1,p2 , [α̂+
p1
, α̂+

p2
] = [α̂p1 , α̂p2 ] = 0,

[β̂p1 , β̂
+
p2

] = δp1,p2 , [β̂+
p1
, β̂+

p2
] = [β̂p1 , β̂p2 ] = 0,

[α̂+
p1
, β̂+

p2
] = [α̂+

p1
, β̂p2 ] = [α̂p1 , β̂

+
p2

] = [α̂p1 , β̂p2 ] = 0;

φ̂1(x) =
∑
p

1√
2εpV

(eipxα̂p + e−ipxα̂+
p ), φ̂2(x) =

∑
p

1√
2εpV

(eipxβ̂p + e−ipxβ̂+
p )

Îïðåäåëèì êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïîëå

φ =
1√
2

(φ1 + iφ2).

Ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

L =

∫
ddx [∂µφ̄(x, t)∂µφ(x, t)−m2φ̄(x, t)φ(x, t)]. (33)

Îïðåäåëèì íîâûå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

â+
p =

1√
2

[α̂+
p − iβ̂+

p ], âp =
1√
2

[α̂p + iβ̂p], b̂+
p =

1√
2

[α̂+
p + iβ̂+

p ], b̂p =
1√
2

[α̂p − iβ̂p].

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ òå æå

[âp1 , â
+
p2

] = δp1,p2 , [â+
p1
, â+

p2
] = [âp1 , âp2 ] = 0,

[b̂p1 , b̂
+
p2

] = δp1,p2 , [b̂+
p1
, b̂+
p2

] = [b̂p1 , b̂p2 ] = 0,

[â+
p1
, b̂+
p2

] = [â+
p1
, b̂p2 ] = [âp1 , b̂

+
p2

] = [âp1 , b̂p2 ] = 0,

êàê è ãàìèëüòîíèàí

Ĥ =
∑
p

εp[â
+
p âp + b̂+

p b̂p].

Îïåðàòîð ïîëÿ (íåýðìèòîâ) ïðèíèìàåò âèä

φ̂(x) =
∑
p

1√
2εpV

(eipxâp + e−ipxb̂+
p ), φ̂+(x) =

∑
p

1√
2εpV

(eipxb̂p + e−ipxâ+
p ).
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Ïðåäñòàâëåíèå Øðåäèíãåðà äèíàìèêè â êâàíòîâîé òåîðèè.

Íàáëþäàåìûå Ô = O(p̂, q̂) îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå èçìåðåíèÿ è íå çàâèñÿò îò âðå-

ìåíè. Âñÿ äèíàìèêà ñâÿçàíà ñ ýâîëþöèåé ñîñòîÿíèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâ-

íåíèåì Øðåäèíãåðà

i
d

dt
|φ(t)〉 = Ĥ|φ(t)〉, |φ(t = 0)〉 = |φ0〉,

èëè

|φ(t)〉 = e−itĤ |φ0〉.

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ

〈φ(t)|Ô|φ(t)〉 = 〈φ0|eitĤÔ e−itĤ |φ0〉.

Îòñþäà ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàéçåíáåðãà äèíàìèêè â êâàíòîâîé

òåîðèè:

çàäàíî íå çàâèñÿùåå îò âðåìåíè ñîñòîÿíèå ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû |φ0〉. Íàáëþäàåìûå

ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû ýâîëþöèîíèðóþò ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ

Ô(t) = eitĤÔ e−itĤ ,

èëè

d

dt
Ô(t) = i[Ĥ, Ô(t)], Ô(t = 0) = Ô.

Îïåðàòîð ïîëÿ â ïðåäñòàâëåíèè Ãàéçåíáåðãà

φ̂(x, t) = eitĤ
∑
p

1√
2εpV

(eipxâp + e−ipxb̂+
p )e−itĤ =

∑
p

1√
2εpV

(e−iεpt+ipxâp + eiεpt−ipxb̂+
p ).

Îïðåäåëåíèå: åñëè â îïåðàòîðå ïîëÿ ñòîèò

• îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ âp, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ôàêòîð exp(−iεpt + ipx) -

÷àñòèöà,

• îïåðàòîð ðîæäåíèÿ b̂+
p , ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ôàêòîð exp(+iεpt − ipx) -

àíòè÷àñòèöà.

Òðàêòîâêà. Àíòè÷àñòèöà - ÷àñòèöà, æèâóùàÿ â îáðàòíîì âðåìåíè: óíè÷òîæåíèå çàìå-

íÿåòñÿ íà ðîæäåíèå, âðåìÿ t→ −t è, ñëåäîâàòåëüíî, èìïóëüñ p→ −p.
Ó âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ÷àñòèöà ñîâïàäàåò ñ àíòè÷àñòèöåé.
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Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ

eiεtâ+â =
∑
k=1

(iεt)k

k!
(â+â)k,

â+â â = (ââ+ − 1)â = â(â+â− 1),

(â+â)2â = â+â â(â+â− 1) = â(â+â− 1)2,

(â+â)kâ = â(â+â− 1)k,

eiεtâ+â â = â eiεt(â+â−1).

Ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (33) èíâàðèàíòåí íå òîëüêî

îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå, íî è îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ êàëèá-

ðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé

φ(x, t)→ eiωφ(x, t), ω = const.

Ëîêàëèçîâàâ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ëàãðàíæèàí êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ,

âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ïîëåì êàëèáðîâî÷íûì (Aµ(x, t)):

L =

∫
ddx

(
[∂µ + iAµ(x, t)]φ̄(x, t) [∂µ − iAµ(x, t)]φ(x, t)−m2φ̄(x, t)φ(x, t)

)
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü φ(x, t)→ eiω(x,t)φ(x, t), òîãäà

∂µφ→ eiω(x,t)(∂µφ+ iφ∂µω),

è óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ èíâàðèàíòíîñòè òðåáóåò ââåäåíèÿ ïîëÿ Aµ(x, t), êîòîðîå

èçìåíÿåò âèä ïðîèçâîäíîé

∂µ → Dµ = ∂µ − iAµ,

è ïðè êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Aµ → Aµ + ∂µω.

Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ëàãðàíæèàíà íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè îò ïîëÿ

Aµ(x, t). Òî åñòü, òàê ââåäåííîå ïîëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êàê âíåøíåå. ×òîáû

çàìêíóòü ñèñòåìó, äîáàâèì ê ëàãðàíæèàíó ïðîñòåéøèé äèíàìè÷åñêèé ÷ëåí, êîòîðûé

äîëæåí áûòü èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé êàê êàëèáðîâî÷íûõ, òàê è Ïó-

àíêàðå:

Lfield =
1

4e2
FµνF

µν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.
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XXIV. Ñïèíîðíîå ïîëå

Ðàññìîòðèì êâàíòîâóþ òåîðèþ â ôîêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ñ ìàñ-

ñîé m è ñïèíîì s = 1/2. Â êà÷åñòâå ïîëíîãî íàáîðà îäíî÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ, íåîá-

õîäèìîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôîêîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà, âûáåðåì îïåðàòîðû p̂x, p̂y, p̂z, σ̂z.

Ãàìèëüòîíèàí òàêîé òåîðèè

Ĥ =
∑
p,σ

εpâ
+
p,σâp,σ, εp =

√
p2
x + p2

y + p2
z +m2, p = {px, py, pz}, σ =↑, ↓ .

Çàäà÷à - èçáàâèòüñÿ îò êîðíÿ
√
p2
x + p2

y + p2
z +m2:

• äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ - ãàìèëüòîíèàí îñöèëëÿòîðà (âîçâåäåíèå êîðíÿ â êâàä-

ðàò)

ĥosc = εpâ
+
p âp ≡

1

2
(p̂2
p + ε2

pq̂
2
p),

• ñåé÷àñ - òåîðèÿ Äèðàêà (èçâëå÷åíèå êîðíÿ êâàäðàòíîãî)

±εp|φ〉 = (α̂ip̂i +mβ̂)|φ〉,

ãäå

α̂i =

∥∥∥∥∥∥ 0 σi

σi 0

∥∥∥∥∥∥ , i = 1, 2, 3 β̂ =

∥∥∥∥∥∥1 0

0 −1

∥∥∥∥∥∥ .
Äèðàêîâñêàÿ êàðòèíà êâàíòîâîé ìåõàíèêè ðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà íàìåêàåò, ÷òî

íàáîð ÷àñòèö íóæíî óäâîèòü

Ĥ =
∑
p,σ

εp
[
â+
p,σâp,σ + b̂+

p,σ b̂p,σ
]
.

Äëÿ âëîæåíèÿ ýòîé òåîðèè â ïðîñòðàíñòâî åñòü äâà ïîëíûõ íàáîðà ñîáñòâåííûõ ñîñòî-

ÿíèé óêàçàííûõ îäíî÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ

eipx

√
V

∥∥∥∥∥∥1

0

∥∥∥∥∥∥ , eipx

√
V

∥∥∥∥∥∥0

1

∥∥∥∥∥∥ ,
çäåñü px = pxx + pyy + pzz. Îáúåäèíèì èõ â îäèí, ïðîñòî óäâîèâ ÷èñëî êîìïîíåíò â

ñòîëáöàõ

u0
p,↑(x) =

eipx

√
V

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1

0

0

0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, u0

p,↓(x) =
eipx

√
V

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0

1

0

0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, v0

p,↑(x) =
eipx

√
V

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0

0

1

0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, v0

p,↓(x) =
eipx

√
V

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0

0

0

1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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Ñòîëáöû â ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèÿõ - ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà Äèðàêà

ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè ±m. Âûïîëíèì óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðå-

âîäÿùåå ýòè ñòîëáöû â ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà Äèðàêà ñ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè ±εp. Òåì æå ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäêðóòèì è îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè-

÷òîæåíèÿ (ãàìèëüòîíèàí è êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå (èëè àíòèêîììóòàöèîííûå)

ñîîòíîøåíèÿ ñîõðàíÿò ïðè ýòîì ñâîé âèä).∥∥∥∥∥∥up,s(x)

vp,s(x)

∥∥∥∥∥∥ = U

∥∥∥∥∥∥u
0
p,σ(x)

v0
p,σ(x)

∥∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥∥âp,sb̂p,s

∥∥∥∥∥∥ = U

∥∥∥∥∥∥âp,σb̂p,σ

∥∥∥∥∥∥U−1,

ãäå óíèòàðíàÿ ìàòðèöà U ðàçìåðîì 4× 4 èìååò âèä

U =
1√

2εp(εp +m)

∥∥∥∥∥∥εp +m −piσ̂i
piσ̂i εp +m

∥∥∥∥∥∥ .
Ñîñòîÿíèÿ up,s(x), vp,s(x) îðòîíîðìèðîâàííûå∫

d3xu+
p1,s1

(x)up2,s2(x) = δp1,p2δs1,s2 ,

∫
d3x v+

p1,s1
(x)vp2,s2(x) = δp1,p2δs1,s2 . (34)

Äåéñòâèå, îïðåäåëÿþùåå ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â êîíòèíóàëüíîì èíòåãðàëå äëÿ ÿä-

ðà îïåðàòîðà ýâîëþöèè ïðè íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ãîëîìîðôíûõ ïåðåìåííûõ,

èìååò âèä

iS =

∫ tf

ti

dτ
∑
p,s

[
˙̄αp,s(τ)αp,s(τ) + ˙̄βp,s(τ)βp,s(τ)− iεp(ᾱp,s(τ)αp,s(τ) + β̄p,s(τ)βp,s(τ))

]
.

Ïåðâûé ÷ëåí ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì è âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè îðòîíîðìèðîâàí-

íîñòè (34), ïðî÷èòàâ èõ ñïðàâà íàëåâî,

S =

∫ tf

ti

dτ

∫
V

d3x∑
p1,p2,s1,s2

[
iᾱp2,s2u

+
p2,s2

(x)up1,s1(x)α̇p1,s1 − i ˙̄βp1,s1v
+
−p2,s2(x)v−p1,s1(x)βp2,s2−

− ᾱp2,s2u+
p2,s2

(x)εp1up1,s1(x)αp1,s1 + β̄p1,s1v
+
−p2,s2(x)εp1v−p1,s1(x)βp2,s2

]
.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî εpup,s(x) = (α̂ip̂i+mβ̂)up,s(x), εpv−p,s(x) = −(α̂ip̂i+mβ̂)v−p,s(x):

S =

∫ tf

ti

dτ

∫
V

d3x
∑

p1,p2,s1,s2

[
ᾱp2,s2u

+
p2,s2

(x)
[
i

−→
∂

∂τ
− α̂ip̂i −mβ̂

]
up1,s1(x)αp1,s1−

− β̄p1,s1v+
−p2,s2(x)

[
i

←−
∂

∂τ
− α̂ip̂i −mβ̂

]
v−p1,s1(x)βp2,s2

]
.
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì (ôåð-

ìèîíû), òî ìåíÿÿ ìåñòàìè β̄p1,s1 è βp2,s2 , ïîëó÷àåì

S =

∫ tf

ti

dτ

∫
V

d3xψ+(τ, x)[i
∂

∂τ
− α̂ip̂i −mβ̂

]
ψ(τ, x),

ψ(τ, x) =
∑
p,s

(
αp,s(τ)up,s(x) + β̄p,s(τ)v−p,s(x)

)
,

èñïîëüçîâàíî, ÷òî

∫
d3xu+

p1,s1
(x)vp2,s2(x) = 0.

Äëÿ ïðèäàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíîãî âèäà ââîäÿòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå

γ0 ≡ β̂, γi ≡ β̂α̂i, γµ = (γ0, γi), γµγν + γνγµ = 2gµν ,

ψ̄(τ, x) ≡ ψ+(τ, x)γ0.

Äåéñòâèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ ïðèíèìàåò âèä

S =

∫ tf

ti

dτ

∫
V

d3x ψ̄(τ, x)
(
iγµ∂µ −m

)
ψ(τ, x),

ïðè ýòîì âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ñïèíîðíîå ïîëå ψ̄(τ, x), ψ(τ, x) � ãðàññìàíîâî.

Âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ òàêæå ïåðåïèñûâàåòñÿ â äðóãîì âèäå èç-çà ââåäåíèÿ "ðåëÿòèâèñò-

ñêè êîâàðèàíòíîé íîðìèðîâêè":

up,s =

√
εpV

m
up,s(0), vp,s =

√
εpV

m
v−p,s(0), ūp,s = u+

p,sγ
0, v̄p,s = v+

p,sγ
0,

Îñíîâíûå ñâîéñòâà íîâîãî áàçèñà(
γµpµ −m

)
up,s = 0,

(
γµpµ +m

)
vp,s = 0, pµ = (εp, p

i),

ūp,s1up,s2 = δs1,s2 , v̄p,s1vp,s2 = −δs1,s2 , ūp,s1vp,s2 = 0.

Îïåðàòîðû ñïèíîðíîãî ïîëÿ

ψ̂(x) =
∑
p,s

√
m

εpV

(
âp,sup,se

ipx + b̂+
p,svp,se

−ipx
)
, ˆ̄ψ(x) =

∑
p,s

√
m

εpV

(
â+
p,sūp,se

−ipx + b̂p,sv̄p,se
ipx
)
.

Çàäà÷à: ïîñòðîèòü äëÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ ãåíåðàòîðû ãðóïïû Ïóàíêàðå è óáåäèòüñÿ,

÷òî òåîðèÿ ñâîáîäíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ Ïóàíêàðå-êîâàðèàíòíà.

Äåéñòâèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé

ψ(τ, x)→ eiωψ(τ, x), ψ̄(τ, x)→ e−iωψ̄(τ, x).
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Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì. Êâàí-

òîâàÿ òåîðèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîðíîãî è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëåé íàçûâàåòñÿ

êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêîé (QED). Äåéñòâèå êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè

S =

∫ tf

ti

dτ

∫
V

d3x
[
ψ̄
(
iγµ(∂µ − iAµ)−m

)
ψ − 1

4e2
(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ)

]
. (35)

XXV. Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ñåêòîðà QED

Ëàãðàíæèàí ýëåêòðîìàãíèòíîãî ñåêòîðà

L =

∫
V

d3x
[
jµAµ −

1

4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ)

]
,

çäåñü jµ = eψ̄γµψ � 4-ïëîòíîñòü òîêà, ïðè÷åì èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ

ñëåäóåò, ÷òî ∂µj
µ = 0. Êðîìå òîãî, ïåðåîïðåäåëåí 4-âåêòîð-ïîòåíöèàë Aµ → eAµ.

Îãðàíè÷èì îáëàñòü èññëåäóåìîãî ïîëÿ îáúåìîì V (−Lx < x < Lx, −Ly < y <

Ly, −Lz < z < Lz) è ïåðåéäåì ê ðÿäàì Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì (ñì.

êâàíòîâàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ):

Aµ(τ, x) =
1√
V

∑
k

eikxAµk(τ), jµ(τ, x) =
1√
V

∑
k

eikxjµk (τ), kx = kxx+ kyy + kzz.

Â ýòîì ñëó÷àå ëàãðàíæèàí ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

L =
∑

k

[1

2

[
(Ȧik+ikiA0

k)(Ȧi−k−ikiA0
−k)−(δijk2−kikj)AikA

j
−k

]
+j0

kA
0
−k−jikAi−k

]
, i, j = 1, 2, 3.

Ìíîæåñòâî âñåõ k ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû k,−k. Âûáåðåì èç ïàðû òîëüêî îäíîãî ïðåä-

ñòàâèòåëÿ. Ìíîæåñòâî òàêèõ k îáîçíà÷èì K+, à ìíîæåñòâî âñåõ îñòàâøèõñÿ k - K−, ñì.

êâàíòîâàíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. È ó÷èòûâàÿ, ÷òî 4-âåêòîð-ïîòåíöèàë è ïëîòíîñòü òîêà

âåëè÷èíû äåéñòâèòåëüíûå, ïîëó÷èì

L =
∑

k∈K+

[
( ˙̄Aik − ikiĀ0

k)(Ȧik + ikiA0
k)− (δijk2 − kikj)ĀikA

j
k + j0

kĀ
0
k + j̄0

kA
0
k − jikĀik − j̄ikAik

]
.

Êàê è ðàíüøå ïîëîæèì Aµk = (Qµ
k + iqµk )/

√
2, òîãäà

L =
∑

k∈K+

[1

2

[
(Q̇i

k−kiq0
k)(Q̇i

k−kiq0
k)+(q̇ik +kiQ0

k)(q̇ik +kiQ0
k)−(δijk2−kikj)(Qi

kQ
j
k +qikq

j
k)
]
+

+
√

2
[
Q0

k<j0
k + q0

k=j0
k −Qi

k<jik − qik=jik
]]
.
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Êðîìå òîãî, ðàçëîæèì âåêòîðà Qi
k, q

i
k, i = 1, 2, 3, ïî áàçèñó eil, e

i
kλ, λ = 1, 2. Åäèíè÷íûé

âåêòîð eil íàïðàâëåí âäîëü âåêòîðà ki, à âåêòîðà eikλ ëåæàò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíîé ki, è âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Qi
k = eilQ

l
k + eikλQ

λ
k, qik = eilq

l
k + eikλq

λ
k ,

(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì λ � ñóììèðîâàíèå). Â ýòèõ ïåðåìåííûõ ëàãðàíæèàí ïðè-

ìåò âèä

L =
∑

k∈K+

[
L<(Ql

k, Q̇
l
k;Qλ

k, Q̇
λ
k; q0

k) + L=(qlk, q̇
l
k; qλk , q̇

λ
k ;Q0

k)
]
, (36)

L< =
1

2
(Q̇λ

kQ̇
λ
k − k2Qλ

kQ
λ
k) +

1

2
(Q̇l

k − kq0
k)2 +

√
2(q0

k=j0
k −Ql

k<jlk −Qλ
k<jλk ),

L= =
1

2
(q̇λk q̇

λ
k − k2qλkq

λ
k ) +

1

2
(q̇lk + kQ0

k)2 +
√

2(Q0
k<j0

k − qlk=jlk − qλk=jλk ).

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïëîòíîñòè òîêà

<j̇0
k − k=jlk = 0, =j̇0

k + k<jlk = 0.

Ëàãðàíæèàí ðàçáèëñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ÷àñòè, ïîýòîìó äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå

ïðîâåäåì äëÿ îäíîé èç íèõ (äðóãàÿ àíàëèçèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Ïåðåéäåì ê ãàìèëüòîíîâó ôîðìàëèçìó, íåîáõîäèìîìó äëÿ êàíîíè÷åñêîãî êâàíòî-

âàíèÿ. Íî: ëàãðàíæèàí âîîáùå íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé q̇0
k, è ñîîòâåòñòâóþùèé åé

îáîáùåííûé èìïóëüñ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òåîðèÿ îñîáåííàÿ. Ïåðåéäåì ê îáîáùåííûì

èìïóëüñàì äëÿ òåõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ ýòî âîçìîæíî:

P λ
k =

∂L<

∂Q̇λ
k

= Q̇λ
k, P l

k =
∂L<

∂Q̇l
k

= Q̇l
k − kq0

k,

âûïèøåì äåéñòâèå â ãàìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå.

• Èòàê,

S< =

∫ tf

ti

dτ
∑

k∈K+

[
P l

kQ̇
l
k + P λ

k Q̇
λ
k −H<(P l

k, Q
l
k;P λ

k , Q
λ
k) + λ<f<(P l

k, Q
l
k)
]
.

• Ãàìèëüòîíèàí

H< =
1

2

(
P λ

k P
λ
k + k2Qλ

kQ
λ
k

)
+
√

2Qλ
k<jλk +

1

2
(P l

k)2 +
√

2Ql
k<jlk.
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• Ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà

λ< = −q0
k.

• Ñâÿçü (ïåðâîãî ðîäà)

f< = kP l
k −
√

2=j0
k.

Òåîðèÿ ñî ñâÿçÿìè íå ïðèãîäíà äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ. Â

íåé íóæíî âûäåëèòü íåçàâèñèìûå êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå è èìåííî íà íèõ íàëîæèòü

êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèå óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè.

×åòûðå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû

Q̇λ
k = P λ

k , Ṗ λ
k = −k2Qλ

k −
√

2<jλk .

Äâà óðàâíåíèÿ íà ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû

Q̇l
k = P l

k + q0
kk, Ṗ l

k = −
√

2<jlk,

è óðàâíåíèå ñâÿçè

kP l
k −
√

2=j0
k = 0.

Ïåðåìåííûå ðàçäåëèëèñü: åñòü ÷åòûðå óðàâíåíèÿ íà ÷åòûðå ïåðåìåííûå P λ
k , Q

λ
k, λ =

1, 2, è òðè óðàâíåíèÿ íà òðè ïåðåìåííûå P l
k, Q

l
k, q

0
k.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî âðåìåíè óðàâíåíèå ñâÿçè è âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì íåïðå-

ðûâíîñòè íà ïëîòíîñòü òîêà

0 = kṖ l
k −
√

2=j̇0
k = k(Ṗ l

k +
√

2<jlk).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èç òðåõ óðàâíåíèé íà P l
k, Q

l
k, q

0
k íå çàâèñèìû ëèøü äâà

kP l
k −
√

2=j0
k = 0, Q̇l

k = P l
k + q0

kk.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî îïðåäåëÿåìûõ ïå-

ðåìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàêóþ-íèáóäü îäíó ïåðåìåííóþ (èëè ôóíêöèþ îò ïåðåìåí-

íûõ) ìîæíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàôèêñèðîâàòü � íàëîæèòü êàëèáðîâêó. Òðåáîâà-

íèå ê òàêîé ôèêñàöèè òîëüêî îäíî � ðåøåíèå íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé äëÿ îñòàâøèõñÿ

ïåðåìåííûõ äîëæíî áûòü åäèíñòâåííûì (óñëîâèå äîïóñòèìîñòè êàëèáðîâêè).
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âñå äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì ïðî-

äîëüíûé îáîáùåííûé èìïóëüñ

P l
k =

1

k

√
2=j0

k.

Åñëè âûáðàòü êàëèáðîâêó â âèäå

Ql
k = 0,

òî ïåðåìåííàÿ q0
k îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è ðàâíà

q0
k = −1

k
P l

k = − 1

k2

√
2=j0

k.

Òàêèì îáðàçîì, èçíà÷àëüíîå 6-ìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâà (P i
k, Q

i
k) òåîðèè ïîñëå íà-

ëîæåíèÿ ñâÿçè è êàëèáðîâêè ïðåâðàùàåòñÿ â 4-ìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ íåçàâè-

ñèìûìè ïåðåìåííûìè (P λ
k , Q

λ
k) áåç êàêèõ-ëèáî ñâÿçåé ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H< =
1

2

[
P λ

k P
λ
k + k2Qλ

kQ
λ
k

]
+
√

2Qλ
k<jλk +

1

k2
(=j0

k)2.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ äðóãîãî ñåêòîðà

plk = −1

k

√
2<j0

k, q
l
k = 0, Q0

k = − 1

k2

√
2<j0

k, H= =
1

2

[
pλkp

λ
k + k2qλkq

λ
k

]
+
√

2qλk=jλk +
1

k2
(<j0

k)2.

Äàëüíåéøåå êâàíòîâàíèå òåïåðü íå ñîñòàâèò òðóäà (ñì. ñêàëÿðíîå ïîëå). ×àñòèöû

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ôîòîíû) õàðàêòåðèçóþòñÿ èìïóëüñîì k = (kx, ky, kz) è ïîëÿ-

ðèçàöèåé (λ = 1, 2), èõ ìàññû ðàâíû íóëþ. Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ òàêèõ

÷àñòèö ïîä÷èíÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[ĉk1,λ1 , ĉ
+
k2,λ2

] = δk1,k2δλ1,λ2 , [ĉk1,λ1 , ĉk2,λ2 ] = [ĉ+
k1,λ1

, ĉ+
k2,λ2

] = 0.

Ãàìèëüòîíèàí

Ĥ =
∑
k,λ

ωkĉ
+
k,λĉk,λ +

∑
k,λ

eikλ√
2ωk

(
ĉ+

k,λ − ĉ−k,λ

)
ĵik +

∑
k

1

2k2
ĵ0

k ĵ
0
−k, ωk =

√
k2
x + k2

y + k2
z ,

(èñïîëüçîâàíî, ÷òî ïðè k→ −k âåêòîð ïîëÿðèçàöèè eikλ → −eikλ).
Âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëÿ

Â0(x) = −
∑

k

1√
V k2

ĵ0
keikx, Âi(x) =

∑
k,λ

eikλ√
2V ωk

[
ĉk,λe

ikx + ĉ+
k,λe

−ikx
]
.
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XXVI. ßäðî îïåðàòîðà ýâîëþöèè â QED

Êëàññè÷åñêîå äåéñòâèå ýëåêòðîäèíàìèêè

S =

∫ tf

ti

dτ

∫
V

d3x
[
ψ̄
(
iγµ(∂µ − ieAµ)−m

)
ψ − 1

4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ)

]
.

Ýòî äåéñòâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ψ → eiω(τ,x)ψ, ψ̄ → e−iω(τ,x)ψ̄, Aµ → Aµ − ie−iω(τ,x)∂µeiω(τ,x).

Îíî áûëî ïðåäñòàâëåíî â âèäå

S =

∫ tf

ti

dτ

∫
V

d3x ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ +

∫ tf

ti

dτ L,

ãäå L � ëàãðàíæèàí ýëåêòðîìàãíèòíîãî ñåêòîðà QED (36).

Ðåçóëüòàòû êâàíòîâàíèÿ.

• QED ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ñëåäóþùèé íàáîð ÷à-

ñòèö � ôîòîíû, ýëåêòðîíû è ïîçèòðîíû.

• Ýëåêòðîíû è ïîçèòðîíû � ÷àñòèöû ñî ñïèíîì, ðàâíûì 1/2, ìàññîé m è çàðÿäà-

ìè, ðàâíûìè ïî âåëè÷èíå e, íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè (÷àñòèöà - àíòè-

÷àñòèöà). Èõ îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèì

àíòèêîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[âp1,s1 , â
+
p2,s2

]+ = [b̂p1,s1 , b̂
+
p2,s2

]+ = δp1,p2δs1,s2 ,

[âp1,s1 , âp2,s2 ]+ = [â+
p1,s1

, â+
p2,s2

]+ = [b̂p1,s1 , b̂p2,s2 ]+ = [b̂+
p1,s1

, b̂+
p2,s2

]+ = 0,

[âp1,s1 , b̂p2,s2 ]+ = [âp1,s1 , b̂
+
p2,s2

]+ = [â+
p1,s1

, b̂p2,s2 ]+ = [â+
p1,s1

, b̂+
p2,s2

]+ = 0.

Ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîå ïîëå

ψ̂(x) =
∑
p,s

√
m

εpV

(
âp,sup,se

ipx + b̂+
p,svp,se

−ipx
)
.

• Ôîòîíû � ÷àñòèöû ñ ìàññîé, ðàâíîé íóëþ, è äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïîëÿðèçàöèÿìè

eikλ, λ = 1, 2, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè íàïðàâëåíèþ èìïóëüñà (kieikλ = 0), ýëåêòðè÷å-

ñêè íåéòðàëüíû. Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ êàíîíè÷å-

ñêèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[ĉk1,λ1 , ĉ
+
k2,λ2

] = δk1,k2δλ1,λ2 , [ĉk1,λ1 , ĉk2,λ2 ] = [ĉ+
k1,λ1

, ĉ+
k2,λ2

] = 0.
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Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ (óíè÷òîæåíèÿ) ôîòîíà, ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà êîììóòèðó-

þò (èëè àíòèêîììóòèðóþò - áåç ðàçíèöû) ìåæäó ñîáîé.

Îïåðàòîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Â0(x) = −
∑

k

1√
V k2

ĵ0
keikx, Âi(x) =

∑
k,λ

eikλ√
2V ωk

[
ĉk,λe

ikx + ĉ+
k,λe

−ikx
]
,

çäåñü ĵ0
k � îïåðàòîð, çàâèñÿùèé îò îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðî-

íîâ è ïîçèòðîíîâ, ïîëó÷åííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì

ĵ0
k =

1√
V

∫
V

dx e−ikxĵ0(x), ĵ0(x) = : ˆ̄ψ(x)γ0ψ̂(x) :,

äâîåòî÷èå ñïðàâà è ñëåâà îçíà÷àåò âçÿòèå íîðìàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ýòî îïðå-

äåëÿåò çàðÿä âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà, ðàâíûì íóëþ).

• Ãàìèëüòîíèàí QED

Ĥ = Ĥep + Ĥph + Ĥint,

çäåñü ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ

Ĥep =
∑
p,s

εp

(
â+

p,sâp,s + b̂+
p,sb̂p,s

)
, εp =

√
p2 +m2,

ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíûõ ôîòîíîâ

Ĥph =
∑
k,λ

ωkĉ
+
k,λĉk,λ, ωk =

√
k2,

ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ

V̂int =
∑
k,λ

eikλ√
2ωk

(
ĉ+

k,λ − ĉ−k,λ

)
ĵik +

∑
k

1

2k2
ĵ0

k ĵ
0
−k,

îïåðàòîð ĵik ïîñòðîåí àíàëîãè÷íî îïåðàòîðó ĵ0
k èç îïåðàòîðà ïëîòíîñòè òîêà

ĵi(x) = : ˆ̄ψ(x)γiψ̂(x) :.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ íåîáõîäèìî çíàòü êàê

èçìåíÿåòñÿ ñîñòîÿíèå èññëåäóåìîé ñèñòåìû ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ýòîò ïðîöåññ îïèñûâà-

åòñÿ ÿäðîì îïåðàòîðà ýâîëþöèè. Â íàøåé ñõåìå ÿäðî îïåðàòîðà ýâîëþöèè ïðåäñòàâëåíî

â âèäå êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà (ñì. (XXII))

U(āp,s, b̄p,s, c̄k,λ; ap,s, bp,s, ck,λ|tf − ti) =

∫
γ

Dā(τ)Da(τ)Db̄(τ)Db(τ)Dc̄(τ)Dc(τ) eiS[γ],
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òðàåêòîðèè γ

γ : āp,s(tf ) = āp,s, b̄p,s(tf ) = b̄p,s, c̄k,λ(tf ) = c̄k,λ; ap,s(ti) = ap,s, bp,s(ti) = bp,s, ck,λ(ti) = ck,λ,

äåéñòâèå, çàäàííîå íà òðàåêòîðèÿõ γ,

S[γ] = Sep[γ] + Sph[γ] + Sint[γ],

äåéñòâèå ñâîáîäíîãî ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîãî ïîëÿ

iSep[γ] =
∑
p,s

(
āp,s(ti)ap,s + b̄p,s(ti)bp,s

)
+

+

∫
γ

dτ
∑
p,s

[
(∂τ āp,s(τ))ap,s(τ) + (∂τ b̄p,s(τ))bp,s(τ)− iεp

(
āp,s(τ)ap,s(τ) + b̄p,s(τ)bp,s(τ)

)]
,

äåéñòâèå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

iSph[γ] =
∑
k,λ

c̄k,λ(ti)ck,λ +

∫
γ

dτ
∑
k,λ

[
(∂τ c̄k,λ(τ))ck,λ(τ)− iωkc̄k,λ(τ)ck,λ(τ)

]
,

âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ äåéñòâèåì âèäà

iSint[γ] = −i

∫
γ

dτ
∑

k

[
Aikj

i
−k +

1

2k2
j0

kj
0
−k

]
,

ïðè÷åì ôóðüå-êîìïîíåíòà âåêòîð-ïîòåíöèàëà Aik âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîìïëåêñíûå ïåðå-

ìåííûå c̄k,λ(τ), ck,λ(τ), êîòîðûå ïîäñòàâëåíû âìåñòî îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæå-

íèÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî ôóðüå-êîìïîíåíòà 4-ïëîòíîñòè òîêà jµk âûðàæàþòñÿ

÷åðåç ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå āp,s(τ), ap,s(τ), b̄p,s(τ), bp,s(τ).

Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ðåøåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèåé, ñì. XXII.

Èòàê, âçàèìîäåéñòâèå â ïðåäñòàâëåííîé ñõåìå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âçàèìíîå âëèÿíèå

òîêà ýëåêòðîíîâ (ïîçèòðîíîâ) è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå

ïëîòíîñòåé çàðÿäîâ ýëåêòðîíîâ (ïîçèòðîíîâ). Òàêîé âèä âçàèìîäåéñòâèÿ ½íàðóøàåò�

ÿâíóþ ëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ (íàïðèìåð, êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìãíî-

âåííî). Ïîýòîìó âûïîëíèì ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé âîññòàíàâëèâàþùèõ

óêàçàííóþ ñèììåòðèþ â ÿâíîì âèäå.

Äëÿ ýòîãî íóæíî êàêèì-òî îáðàçîì âîññòàíîâèòü ïåðåìåííûå P l
k, Q

l
k, q

0
k è äð., êîòîðûå

áûëè óòåðÿíû â ïðîöåäóðå êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ. Èòàê, íà÷íåì ñ âåëè÷èíû

eiS<,int = exp
[
−iε

K−1∑
k=1

∑
k∈K+

[√
2(Qλ

k)k(<jλk )k +
1

k2

(
(=j0

k)k
)2
]]
.
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Ââåäåì ðàçðåøåííóþ ñâÿçü

1 =
∏

k∈K+

K−1∏
k=1

∫
d(P l

k)kk δ
(
k(P l

k)k −
√

2(=j0
k)k
)
,

òîãäà

eiS<,int =
∏

k∈K+

K−1∏
k=1

∫
d(P l

k)kk δ
(
k(P l

k)k −
√

2(=j0
k)k
)

exp
[
−iε
[√

2(Qλ
k)k(<jλk )k +

1

2

(
(P l

k)k
)2
]]
.

Ââåäåì ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, ïðåäñòàâèâ δ-ôóíêöèþ â âèäå

δ
(
k(P l

k)k −
√

2(=j0
k)k
)

=

∫
d(q0

k)k
ε

2π
exp
[
−iε(q0

k)k
(
k(P l

k)k −
√

2(=j0
k)k
)]
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

eiS<,int =
∏

k∈K+

K−1∏
k=1

∫
d(q0

k)kd(P l
k)k

εk

2π
exp
[
−iεk(q0

k)k(P l
k)k − iε

1

2

(
(P l

k)k
)2
]

exp
[
iε
√

2
[
(q0

k)k(=j0
k)k − (Qλ

k)k(<jλk )k
]]
.

Âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî (P l
k)k (ïåðåõîä îò ãàìèëüòîíîâà ê ëàãðàíæåâó ôîðìàëèç-

ìó)

eiS<,int =
∏

k∈K+

K−1∏
k=1

∫
d(q0

k)k
k
√
ε√

2πi
exp
[
iε

1

2

(
k(q0

k)k
)2

+ iε
√

2
[
(q0

k)k(=j0
k)k − (Qλ

k)k(<jλk )k
]]
.

(37)

Îñòàåòñÿ ââåñòè óòåðÿííóþ êîîðäèíàòó Ql
k. Â ðàññìîòðåííîé êàëèáðîâêå ýòî ñäåëàòü

ñîâñåì ïðîñòî:

1 =
∏

k∈K+

K−1∏
k=1

∫
d(Ql

k)k δ
(
(Ql

k)k).

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ íóæíî ïðîâåñòè äëÿ äðóãîãî ñåêòîðà, òî åñòü äëÿ ïåðå-

ìåííûõ plk, Q
0
k, q

l
k.

Â ðåçóëüòàòå ÿäðî îïåðàòîðà ýâîëþöèè äëÿ QED â ïðåäñòàâèìî â âèäå

U(āp,s, b̄p,s, c̄k,λ; ap,s, bp,s, ck,λ|tf − ti) =

∫
Γ

Dψ̄DψDAµ δ
[
∂iA

i
]

exp
[
i

∫ tf

ti

dτ

∫
V

dx
[
ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ − 1

4
F µνFµν + eψ̄γµψAµ

]]
. (38)

Áåçóñëîâíî, ýòî âûðàæåíèå íå áîëåå, ÷åì ñèìâîë, èìåþùèé, ïðàâäà, áîëüøîå ýâðèñòè-

÷åñêîå çíà÷åíèå. Ðàñøèôðóåì.
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•
Dψ̄Dψ =

∏
p,s

K−1∏
k=1

d(āp,s)
kd(ap,s)

kd(b̄p,s)
kd(bp,s)

k,

èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì.

•

DAµ =
[ ∏

k∈K+

K−1∏
k=1

k
√
εd(Q0

k)k√
2πi

k
√
εd(q0

k)k√
2πi

d(Ql
k)kd(qlk)k

] [∏
k,λ

K−1∏
k=1

d(c̄k,λ)
kd(ck,λ)

k
]
,

èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ôèçè÷åñêèì êîìïëåêñíûì ïåðåìåííûì c̄k,λ, ck,λ è ïî

äåéñòâèòåëüíûì êàëèáðîâî÷íûì Q0
k, q

0
k, Q

l
k, q

l
k.

• Îãðàíè÷åíèå èíòåãðèðîâàíèÿ íà îäíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ðàññëîåíèÿ

δ
[
∂iA

i
]

=
∏

k∈K+

K−1∏
k=1

δ
(
(Ql

k)k
)
δ
(
(qlk)k

)
.

• Ðåøåòî÷íàÿ âåðñèÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîãî ïîëÿ∫ tf

ti

dτ

∫
V

dx ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ =
1

i

∑
p,s

[
ā0

p,sap,s + b̄0
p,sbp,s+

+ ε
K−1∑
k=0

[
( ˙̄ap,s)

k(ap,s)
k + (˙̄bp,s)

k(bp,s)
k − iεp

(
(āp,s)

k+1(ap,s)
k + (b̄p,s)

k+1(bp,s)
k
)]]

,

ãðàíè÷íûå òî÷êè òðàåêòîðèè Γ

(āp,s)
K = āp,s, (ap,s)

0 = ap,s, (b̄p,s)
K = b̄p,s, (bp,s)

0 = bp,s.

• Äåéñòâèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

− 1

4

∫ tf

ti

dτ

∫
V

dxFµνFµν =
∑

k∈K+

1

2
ε k2

K−1∑
k=1

[(
(Q0

k)k
)2

+
(
(q0

k)k
)2]

+

+
1

i

∑
k,λ

[
c̄0

k,λck,λ + ε

K−1∑
k=0

[
( ˙̄ck,λ)k(ck,λ)k − iωk(c̄k,λ)k+1(ck,λ)k

]]
,

ãðàíè÷íûå òî÷êè òðàåêòîðèè äëÿ ïåðåìåííûõ ôèçè÷åñêèõ

(c̄k,λ)
K = c̄k,λ, (ck,λ)

0 = ck,λ.
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• Âçàèìîäåéñòâèå ∫ tf

ti

dτ

∫
V

dx eψ̄γµψAµ,

ïîëÿ ôåðìèîííûå

ψ =
∑
p,s

√
m

εpV

(
(ap,s)

kup,se
ipx + (b̄p,s)

k+1vp,se
−ipx

)
,

ïîëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå: ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë

A0 =
∑

k∈K+

1√
2V

(
(Q0

k + iq0
k)keikx + (Q0

k − iq0
k)ke−ikx

)
,

âåêòîðíûé ïîòåíöèàë (i = 1, 2, 3)

Ai =
∑

k∈K+

eil√
2V

[
(Qlk + iqlk)keikx + (Qlk − iqlk)ke−ikx

]
+

+
∑
k,λ

eikλ√
2V ωk

[
(ck,λ)keikx + (c̄k,λ)k+1e−ikx

]
.

XXVII. S - ìàòðèöà. Ñêàëÿðíîå ïîëå

Ðàññìîòðèì òåîðèþ âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñî âçàèìîäåéñòâèåì

S =

∫
dd+1x

[1

2
∂µφ ∂µφ−

1

2
m2

0φ
2 − 1

4
λφ4
]
, x = (τ, xi), i = 1, . . . , d.

Âûäåëèì ñâîáîäíóþ òåîðèþ äëÿ êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ

S = S0 + Sint,

S0 =
1

2

∫
dd+1x

[
∂µφ ∂µφ−m2φ2

]
, Sint =

∫
dd+1x

[1

2
δm2φ2 − 1

4
λφ4
]
,

ãäå ó÷òåíà âîçìîæíîñòü ïåðåíîðìèðîâêè ìàññû ñâîáîäíîé òåîðèè èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ

m2 = m2
0 + δm2 (ñì. ÷óòü âûøå).

Ãàìèëüòîíèàí ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , Ĥ0 =
∑
p

εpâ
+
p âp,

à âçàèìîäåéñòâèå, ïðèâåäåííîå ê íîðìàëüíîé ôîðìå, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îá-
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ðàçîì

V̂ = V0 +
( 3λ

4V

∑
q

1

εq
− 1

2
δm2

)
V
∑
p

1

2V εp
(â+
p â

+
−p + âpâ−p + 2â+

p âp)+

λ

4

∑
p1,p2,p3,p4

V δp1+p2+p3+p4,0√
2V εp1

√
2V εp2

√
2V εp3

√
2V εp4

(âp1 âp2 âp3 âp4 + â+
p1
â+
p2
â+
p3
â+
p4

)+

λ

4

∑
p1,p2,p3,p4

4V δp1,p2+p3+p4√
2V εp1

√
2V εp2

√
2V εp3

√
2V εp4

(â+
p1
âp2 âp3 âp4 + â+

p2
â+
p3
â+
p4
âp1)+

λ

4

∑
p1,p2,p3,p4

6V δp1+p2,p3+p4√
2V εp1

√
2V εp2

√
2V εp3

√
2V εp4

â+
p1
â+
p2
âp3 âp4 ,

ãäå îïåðàòîðû â+
p , âp ïîä÷èíÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì, εp =√

m2 + p2, V0 - íåêîòîðàÿ, ïîêà íå çàôèêñèðîâàííàÿ, êîíñòàíòà.

Ïðåäìåò âû÷èñëåíèÿ - S-ìàòðèöà. Îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà:

Ŝ = lim
tf→+∞
ti→−∞

eitf Ĥ0e−i(tf−ti)Ĥe−itiĤ0 .

Ñèìâîë íîðìàëüíî óïîðÿäî÷åííîé S-ìàòðèöû

S(ᾱ, α) ≡ 〈α|Ŝ|α〉 = lim
tf→+∞
ti→−∞

∫
dᾱfdαfdᾱidαi〈α|eitf Ĥ0 |αf〉 〈αf |e−i(tf−ti)Ĥ |αi〉 〈αi|e−itiĤ0|α〉.

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïî êîãåðåíòíûì ñîñòîÿíèÿì ñ ÿäðîì îïåðàòîðà

ýâîëþöèè

〈αf |e−itĤ |αi〉 = e−
1
2
ᾱfαfU(ᾱf , αi|t)e−

1
2
ᾱiαi ,

ñèìâîë S-ìàòðèöû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

S(ᾱ, α) = lim
tf→+∞
ti→−∞

e−ᾱα
∫

dᾱfdαfdᾱidαie
−ᾱfαfU0(ᾱ, αf |−tf )U(ᾱf , αi|tf−ti)U0(ᾱi, α|t)e−ᾱiαi .

ßäðî îïåðàòîðà ýâîëþöèè îïðåäåëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì èíòåãðàëîì

U(ᾱf , αi|t) =

∫
ᾱ(tf )=ᾱf
α(ti)=αi

Dᾱ(τ)Dα(τ) exp
[
ᾱ(ti)α(ti) +

∫ tf

ti

dτ
(

˙̄α(τ)α(τ)− iH(ᾱ(τ)α(τ))
)]
.

ßäðî îïåðàòîðà ýâîëþöèè ñâîáîäíîé òåîðèè (ñì. (XXII))

U0(ᾱf , αi|t) = exp
[∑

p

ᾱp,fαp,ie
−itεp

]
,

êðîìå òîãî∫
dᾱidαi f(αi)e

−ᾱiαi+ᾱiαe−itε

= f(αe−itε),

∫
dᾱfdαf g(ᾱf )e

−ᾱfαf+ᾱαf eitε = g(ᾱeitε).
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Îòñþäà íàõîäèì

S(ᾱp, αp) = lim
tf→+∞
ti→−∞

e−ᾱpαpU(ᾱpe
itf εp , αpe

−itiεp|tf − ti).

Ñèìâîë S-ìàòðèöû â ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè ïðèíèìàåò âèä

S(ᾱp, αp) = lim
tf→+∞
ti→−∞

∏
p

e−ᾱpαp
∫
ᾱp(tf )=ᾱpe

itf εp

αp(ti)=αpe−itiεp

Dᾱp(τ)Dαp(τ)

exp
[
ᾱp(ti)αp(ti) +

∫ tf

ti

dτ
(

˙̄αp(τ)αp(τ)− iεpᾱp(τ)αp(τ)
)]

exp
[
−i

∫ tf

ti

dτ

∫
ddxV [φ(τ, x)]

]
,

â ýòîé ôîðìóëå

V [φ(τ, x)] =
λ

4

[
φ4(τ, x) + f0φ

2(τ, x) + c0

]
,

φ(τ, x) =
∑
p

1√
2V εp

(
αp(τ)eipx + ᾱp(τ)e−ipx

)
,

f0 = −2δm2

λ
− 3

∑
p

1

V εp
, c0 =

4V0

λV
.

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé:

exp
[
−i

∫ tf

ti

dτ

∫
ddxV [φ(τ, x)]

]
= 1− i

∫ tf

ti

dτ

∫
ddxV [φ(τ, x)] + · · · =[

1− i

∫ tf

ti

dτ

∫
ddxV

[ δ

iδj(τ, x)

]
+ . . .

]
exp
[
i

∫ tf

ti

dτ

∫
ddxφ(τ, x)j(τ, x)

]∣∣∣∣
j=0

≡

exp
[
−i

∫ tf

ti

dτ

∫
ddxV

[ δ

iδj(τ, x)

]]
exp
[
i

∫ tf

ti

dτ

∫
ddxφ(τ, x)j(τ, x)

]∣∣∣∣
j=0

.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé

S(ᾱp, αp) = exp
[
−i

∫ tf

ti

dτ

∫
ddxV

[ δ

iδj(τ, x)

]
S0(ᾱp, αp|j)

∣∣∣∣
j=0

,

ïðè÷åì

S0(ᾱp, αp|j) = lim
tf→+∞
ti→−∞

∏
p

e−ᾱpαp
∫
ᾱp(tf )=ᾱpe

itf εp

αp(ti)=αpe−itiεp

Dᾱp(τ)Dαp(τ)

exp
[
ᾱp(ti)αp(ti) +

∫ tf

ti

dτ
(

˙̄αp(τ)αp(τ)− iεpᾱp(τ)αp(τ) + iᾱp(τ)ηp(τ) + iη̄p(τ)αp(τ)
)]
,

ηp(τ) =
1√

2V εp

∫
ddxe−ipxj(τ, x). (39)

Èíòåãðàë êâàäðàòè÷íûé, âû÷èñëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì
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i. ïåðåâàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ

˙̄αp(τ)− iεpᾱp(τ) + iη̄p(τ) = 0, ᾱp(tf ) = ᾱpe
itf εp ,

ii. ðåøåíèå

ᾱp(τ) = eiτεp
(
ᾱp +

∫ tf

τ

dτ1 iη̄p(τ1)e−iτ1εp
)
,

iii. ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû

ᾱp(ti)αp(ti) +

∫ tf

ti

dτ iᾱp(τ)ηp(τ) = ᾱpαp+

i

∫ tf

ti

dτ
(
ᾱpe

iτεpηp(τ) + η̄p(τ)αpe
−iτεp

)
−
∫ tf

ti

dτ2

∫ tf

τ2

dτ1 ei(τ2−τ1)εp η̄p(τ1)ηp(τ2),

iv. êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë∫
ᾱp(tf )=0
αp(ti)=0

Dᾱp(τ)Dαp(τ) exp
[∫ tf

ti

dτ
(

˙̄αp(τ)αp(τ)− iεpᾱp(τ)αp(τ)
)]

= 1,

v.

S0(ᾱp, αp|j) = exp
[
i

∫
dτddxφ0(τ, x)j(τ, x)+

i

∫
dτ2dτ1ddx2ddx1

1

2
j(τ2, x2)Dc(τ2 − τ1, x2 − x1)j(τ1, x1)

]
,

ãäå ââåäåíû íîâàÿ ïåðåìåííàÿ

φ0(τ, x) =
∑
p

1√
2V εp

(
αpe

−iτεp+ipx + ᾱpe
+iτεp−ipx

)
,

è ïðè÷èííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà

Dc(τ, x) = i
∑
p

1

2V εp
e−i|τ |εp+ipx.

Îòâåò äëÿ S-ìàòðèöû â òåîðèè âîçìóùåíèé

S[φ0(x)] = exp
[
−i
λ

4

∫
dd+1x

[ δ4

(iδj(x))4
+ f0

δ2

(iδj(x))2
+ c0

]]
exp
[
i

∫
dd+1x1 φ0(x1)j(x1) + i

∫
dd+1x2dd+1x1

1

2
j(x2)Dc(x2 − x1)j(x1)

]∣∣∣∣
j=0

.

0. Íóëåâîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé

S0[φ0(x)] = 1.
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1. Ïåðâûé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé

Ïðîñòûå íóæíûå ôîðìóëû (îáîçíà÷åíèå S0(j) ≡ S0(ᾱp, αp|j)):

δ

iδj(x)
S0(j) = Φ(x)S0(j), Φ(x) = φ0(x) +

∫
dd+1x1Dc(x− x1)j(x1),

δ

iδj(y)
Φ(x) =

1

i
Dc(x− y).

Âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå

δ2

(iδj(x))2
S0(j) =

1

i
Dc(0)S0(j) + Φ2(x)S0(j),

δ3

(iδj(x))3
S0(j) = 3

1

i
Dc(0)Φ(x)S0(j) + Φ3(x)S0(j),

δ4

(iδj(x))4
S0(j) = 3

(1

i
Dc(0)

)2

S0(j) + 6
1

i
Dc(0)Φ2(x)S0(j) + Φ4(x)S0(j).

Îòñþäà íàõîäèì

S1[φ0(x)] = (−iλ/4)

∫
dd+1x

[
φ4

0(x) +φ2
0(x)

(
f0−6iDc(0)

)
+
(
c0− iDc(0)f0−3D2

c (0)
)]
.

Âðåìÿ âûáèðàòü êîíñòàíòû

f0 = 6iDc(0), c0 = −3D2
c (0).

Ïîñòîÿííûå f0, c0 âûáðàíû òàê, ÷òîáû ïåðâûé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé

îïèñûâàë ýëåìåíòàðíûé ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö äðóã íà äðóãå.

Çíà÷åíèåì f0 îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà ïåðåíîðìèðîâêè ìàññû

δm2 = −6iλDc(0) =
3λ

V

∑
p

1

εp
= 3λ

∫
ddp

(2π)d
1√

p2 +m2
.

Âûïèñàííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ íà âåðõíåì ïðåäåëå ïðè d > 1. Ñëåäîâà-

òåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ìàññà m áûëà êîíå÷íîé è äåéñòâèòåëüíîé, êâàäðàò

"çàòðàâî÷íîé ìàññû"m2
0 äîëæåí áûòü îòðèöàòåëüíûì è áåñêîíå÷íî áîëüøèì.

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâûé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé ïðèíèìàåò âèä, êîòîðûé ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü ãðàôè÷åñêè (äèàãðàììà Ôàéíìàíà)

S1[φ0(x)] = (−iλ/4)

∫
dd+1xφ4

0(x) =

�
�
�
�@

@
@
@

t � (−iλ/4)

∫
dd+1x

φ0(x) φ0(x)

φ0(x) φ0(x)
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Ïðàâèëà äèàãðàììíîé òåõíèêè:

� âíåøíèì êîíöàì ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïîëå φ0,

� â êàæäóþ âåðøèíó âõîäÿò ÷åòûðå ëèíèè,

� âåðøèíå ñîïîñòàâëÿåòñÿ 4-êîîðäèíàòà x è èíòåãðèðîâàíèå ïî ýòîé êîîðäèíà-

òå ñ âåñîì (−iλ/4)

∫
dd+1x.

2. Âòîðîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé

Âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå

δ4

(iδj(y))4
Φ4(x)S0(j) = S0(j)

δ4Φ4(x)

(iδj(y))4
+ 4

δS0(j)

(iδj(y))

δ3Φ4(x)

(iδj(y))3
+

+6
δ2S0(j)

(iδj(y))2

δ2Φ4(x)

(iδj(y))2
+ 4

δ3S0(j)

(iδj(y))3

δΦ4(x)

(iδj(y))
+ Φ4(x)

δ4S0(j)

(iδj(y))4
=

S0(j)24(−iDc(x− y))4 + 4iS0(j)Φ(x)24(−iDc(x− y))3Φ(y)+

+6S0(j)Φ2(x)12(−iDc(x− y))2
(
(−iDc(0)) + Φ2(y)

)
+

+4S0(j)Φ3(x)4(−iDc(x− y))
(
3(−iDc(0))Φ(y) + Φ3(y)

)
+

+S0(j)Φ4(x)
(
3(−iDc(0))2 + 6(−iDc(0))Φ2(y) + Φ4(y)

)
.

δ2

(iδj(y))2
Φ4(x)S0(j) = S0(j)

δ2Φ4(x)

(iδj(y))2
+ 2

δS0(j)

(iδj(y))

δΦ4(x)

(iδj(y))
+ Φ4(x)

δ2S0(j)

(iδj(y))2
=

S0(j)Φ2(x)12(−iDc(x− y))2 + 2S0(j)Φ3(x)4(−iDc(x− y))Φ(y) + S0(j)Φ4(x)
(
(−iDc(0)) + Φ2(y)

)
.

Èñïîëüçóÿ ýòè âûðàæåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî[ δ4

(iδj(y))4
+ 6iDc(0)

δ2

(iδj(y))2
− 3D2

c (0)
]
Φ(x)S0(j)

∣∣∣∣
j=0

=

φ4
0(x)φ4

0(y) + φ3
0(x)16(−iDc(x− y))φ3

0(y) + φ2
0(x)72(−iDc(x− y))2φ2

0(y)+

+φ0(x)96(−iDc(x− y))3φ0(y) + 24(−iDc(x− y))4.

Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ íîðìàëüíîãî ñèìâîëà S-ìàòðèöû âî âòîðîì ïî-
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ðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé

S2[φ(x)] =
1

2

[
(−iλ/4)

∫
dd+1xφ4

0(x)
]2

+

+
1

2
(−iλ/4)2

∫
dd+1xdd+1y

[
φ3

0(x)16
(
−iDc(x− y)

)
φ3

0(y)
]
+

1

2
(−iλ/4)2

∫
dd+1xdd+1y

[
φ2

0(x)72
(
−iDc(x− y)

)2
φ2

0(y)
]
+

1

2
(−iλ/4)2

∫
dd+1xdd+1y

[
φ0(x)96

(
−iDc(x− y)

)3
φ0(y)

]
+

1

2
(−iλ/4)2

∫
dd+1xdd+1y 24

(
−iDc(x− y)

)4
.

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé

S2[φ0(x)] =
1

2!
�
�
�
�@

@
@
@

t
�
�
�
�@

@
@
@

t +8

�
�

@
@t �

�

@
@

t
(
−iDc(x− y)

)
+×

+36

�
�

@
@t �

�

@
@

t
(
−iDc(x− y)

)2

+48 t t
(
−iDc(x− y)

)3

+12 t t
(
−iDc(x− y)

)4

Ïðàâèëà äèàãðàììíîé òåõíèêè (ïðîäîëæåíèå):

� âíóòðåííèì ëèíèÿì ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðè÷èííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà −iDc(x − y)

ñ ðàçíîñòüþ 4-êîîðäèíàò âåðøèí, êîòîðûå ñîåäèíÿþòñÿ ýòîé âíóòðåííåé ëè-

íèåé,

� êîýôôèöèåíò ïðè äèàãðàììå îïðåäåëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì.

XXVIII. Ðàñõîäèìîñòè, ðåãóëÿðèçàöèè è âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ

A. Ïðè÷èííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà

Ñâîéñòâà ïðè÷èííîé ôóíêöèè Ãðèíà

Dc(x) = Dc(τ, x) = i
∑
p

1

2V εp
e−i|τ |εp+ipx.
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Â ïðåäåëå áîëüøîãî ÿùèêà äëÿ ïîëÿ∑
p

V→∞−−−→ V

∫
ddp

(2π)d
.

Ôóðüå-îáðàç ïðè÷èííîé ôóíêöèè Ãðèíà

Dc(p) = Dc(p0, p) =
i

2εp

∫
dτ eip0τ−iεp|τ |.

Èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ âîçìîæíû â êëàññå îáîáùåííûõ ôóíê-

öèé (òî åñòü íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ, çàäàííûõ íà ôóíêöèÿõ èç ïðî-

ñòðàíñòâà Øâàðöà èëè íà ôèíèòíûõ ôóíêöèÿõ).

Dc(p) =
i

2εp

∫ ∞
0

d eip0τ−iεpτ−δτ +
i

2εp

∫ 0

−∞
d eip0τ+iεpτ+δτ

∣∣∣∣
δ→+0

= − 1

p2 −m2 + iδ
,

ãäå p2 = p2
0 − p2.

Ó ïðè÷èííîé ôóíêöèè Ãðèíà, êàê ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû p0, åñòü äâà ïîëþñà:

-r
0

p0ns s
p−0 = −εp + iδ

p+
0 = εp − iδ

Òàêîå ïîëîæåíèå ýòèõ ïîëþñîâ âûäåëÿåò ïðè÷èííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà èç ñåìåéñòâà ôóí-

äàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

(∂2
x +m2)Dc(x) = δ(x).

B. Êâàäðàò ôóíêöèè Ãðèíà D2
c (x)

Èòàê, ïðè÷èííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà � îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ. Êâàäðàò îáîáùåííîé

ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêè íå îïðåäåëåí. Âïðî÷åì, ýòî íå ïðè÷èíà îñòàíîâèòüñÿ, åñëè

ðåøàåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ çàäà÷à (ïîýòîìó äàëåå d = 3). Ðàññìîòðèì ôóðüå-îáðàç êâàäðàòà

ôóíêöèè Ãðèíà

D2
c (p) =

∫
d4x eipxD2

c (x) =

∫
d4k

(2π)4
Dc(k)Dc(p− k).

Äëÿ îöåíêè ñõîäèìîñòè ýòîãî èíòåãðàëà âûïîëíèì ïåðåõîä ê åâêëèäîâûì ïåðåìåííûì

k0 → ik0 (âèêîâñêèé ïîâîðîò).
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r- -

?

?nk0

Ïðè ïîâîðîòå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ âàæíî ïîìíèòü î ïî-

ëþñàõ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ïåðâîé è òðåòüåé ÷åò-

âåðòÿõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îäíàêî, äëÿ îöåíêè ñõîäèìî-

ñòè èõ íàëè÷èå íå ñóùåñòâåííî. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â èíòå-

ãðàëå d4k→ id4kE, k
2 → −k2

E = −(k2
0 + k2).

Ãðóáàÿ îöåíêà ñõîäèìîñòè∫
d4k

(2π)4
Dc(k)Dc(p− k) ∼

∫
d4kE
k4
E

∼
∫ Λ dkE k

3
E

k4
E

∼ ln Λ

Èòàê, èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ íà âåðõíåì ïðåäåëå (óëüòðàôèîëåòîâàÿ ðàñõîäèìîñòü). Äëÿ

äàëüíåéøåãî ïðîäâèæåíèÿ íóæíî ñäåëàòü ýòîò èíòåãðàë îñìûñëåííûì, òî åñòü ïðîâå-

ñòè ðåãóëÿðèçàöèþ. Ôàêòè÷åñêè ïðè îöåíêè åãî ñõîäèìîñòè ðåãóëÿðèçàöèÿ óæå ïðî-

âåäåíà: èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåìó 4-ìåðíîìó åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó çàìåíåíî íà èí-

òåãðèðîâàíèå ïî øàðó k2
E 6 Λ2. Ñíÿòèå ðåãóëÿðèçàöèè îçíà÷àåò ïåðåõîä ê ïðåäåëó

Λ→∞. Ýòî, òàê íàçûâàåìàÿ, ðåãóëÿðèçàöèÿ îáðåçàíèåì. Íåñìîòðÿ íà åñòåñòâåííîñòü

îíà íå âñåãäà óäîáíà äëÿ âû÷èñëåíèé (ñäâèã ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ íàðóøàåò

ñèììåòðèþ).

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû ðåãóëÿðèçàöèè. Ðàçìåðíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ñîñòîèò â òîì,

÷òî èíòåãðàë ïî d4kE ôîðìàëüíî çàìåíÿåòñÿ íà èíòåãðèðîâàíèå ïî èìïóëüñíîìó ïðî-

ñòðàíñòâó D = 4− 2ε, ε > 0, èçìåðåíèé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë∫
d4−2εkE

k4
E

îêàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ íà âåðõíåì ïðåäåëå. Ñíÿòèå ðåãóëÿðèçàöèè ñîñòîèò â ïðåäåëü-

íîì ïåðåõîäå ε→ 0.

Àíàëèòè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ èçìåíÿåò âèä ôóíêöèè Ãðèíà

1

m2 − p2 − iδ
−→ 1

(m2 − p2 − iδ)λ
, λ > 1,

à ïðåäåëüíûé ïåðåõîä λ→ 1 âîññòàíàâëèâàåò åå èñõîäíîå çíà÷åíèå.

Àíàëîãè÷íî óñòðîåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè (Ïàóëè-Âèëëàðñà). Ôóíê-

öèÿ Ãðèíà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ çàìåíÿåòñÿ íà ñëåäóþùóþ

Dc(p) =
1

m2 − p2 − iδ
−→ DM

c (p) =
1

m2 − p2 − iδ
− 1

M2 − p2 − iδ
=

=
M2 −m2

(m2 − p2 − iδ)(M2 − p2 − iδ)
. (40)
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Ñíÿòèå ðåãóëÿðèçàöèè îòâå÷àåò ïðåäåëüíîìó ïåðåõîäó M → ∞. Èìåííî òàêóþ ðåãó-

ëÿðèçàöèþ è áóäåì èñïîëüçîâàòü äàëåå.

Èòàê,

D2
c (p) =

∫
d4k

(2π)4

M2 −m2(
m2 − k2 − iδ

)(
M2 − k2 − iδ

)(
m2 − (p− k)2 − iδ

) .
Òàêèå èíòåãðàëû óäîáíî âû÷èñëÿòü, èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðèçàöèþ Ôàéíìàíà

1

a1 . . . aN
= (N − 1)!

∫ 1

0
dx1· · ·

∫ 1

0
dxN

δ(x1 + · · ·+ xN − 1)[
a1x1 + · · ·+ aNxN

]N .
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå∫

d4k

(2π)4

M2 −m2(
m2 − k2 − iδ

)(
M2 − k2 − iδ

)(
m2 − (p− k)2 − iδ

) =

= 2!

∫
d4k

(2π)4

∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2

∫ 1

0
dx3

δ(x1 + · · ·+ xN − 1)(M2 −m2)[
M2x1 +m2(1− x1)− p2x3 − 2pkx3 − k2 − iδ

]3 .
Âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ k + px3 → k

D2
c (p) =

2!

(2π)4

∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2

∫ 1

0
dx3

∫
d4k

δ(x1 + · · ·+ xN − 1)(M2 −m2)[
M2x1 +m2(1− x1)− p2x3(1− x3)− k2 − iδ

]3 .
Èíòåãðèðîâàíèå ïî 4-èìïóëüñàì âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå, â ñïðàâåäëèâîñòè êîòîðîé íå ñëîæ-

íî óáåäèòüñÿ, ∫
d4k[

X − k2 − iδ
]N = iπ2 (N − 3)!

(N − 1)!

1

[X − iδ]N−2
, N > 3.

D2
c (p) = iπ2 2!

(2π)4

1

2!

∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2

∫ 1

0
dx3

δ(x1 + · · ·+ xN − 1)(M2 −m2)

M2x1 +m2(1− x1)− p2x3(1− x3)− iδ
.

Âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ñíà÷àëà ïî x2, çàòåì ïî x1, à èíòåãðèðîâàíèå ïî x3 çàìåíÿåì íà

èíòåãðèðîâàíèå ïî x

D2
c (p) =

i

16π2

∫ 1

0
dx
[
ln
(
M2(1− x) +m2x− p2x(1− x)− iδ

)
− ln

(
m2 − p2x(1− x)− iδ

)]
.

Ñíÿòèå ðåãóëÿðèçàöèè (M →∞)

D2
c (p) =

i

16π2
ln
M2

m2
+ regD2

c (p) +O
( 1

M2

)
,

regD2
c (p) = − i

16π2

∫ 1

0
dx ln

(
1− p2

m2
x(1− x)− iδ

)
.

Ïåðåõîäÿ â êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå, ïîëó÷àåì

D2
c (x− y) =

i

16π2
δ(x− y) ln

M2

m2
+ regD2

c (x− y). (41)
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C. Êóá ôóíêöèè Ãðèíà D3
c (x)

Ôóðüå-îáðàç êóáà ôóíêöèè Ãðèíà

D3
c (p) =

∫
dk1

(2π)4

dk2

(2π)4
Dc(p− k1 − k2)Dc(k1)Dc(k2).

Ðåãóëÿðèçàöèÿ Ïàóëè-Âèëëàðñà äëÿ Dc(k1), Dc(k2)

D3
c (p) = (M2 −m2)2

∫
dk1

(2π)4

dk2

(2π)4

1(
m2 − (p− k1 − k2)2 − iδ

)(
m2 − k2

1 − iδ
)(
m2 − k2

2 − iδ
)(
M2 − k2

1 − iδ
)(
M2 − k2

2 − iδ
)

Ôàéíìàíîâñêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

1(
m2 − (p− k1 − k2)2 − iδ

)(
m2 − k2

1 − iδ
)(
m2 − k2

2 − iδ
)(
M2 − k2

1 − iδ
)(
M2 − k2

2 − iδ
) =

= 4!

∫ 1

0

dx1dx2dx3dx4dx5
δ(x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 1)[

m2f +M2g − k2
1a− k2

2b− 2k1k2c+ 2p(k1 + k2)c− p2c− iδ
]5 ,

çäåñü a = x1 + x2 + x4, b = x1 + x3 + x5, c = x1, f = x1 + x2 + x3, g = x4 + x5.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ

k1 →
1√
2a

[(
1 +

c√
ab

)−1/2

k1 +
(

1− c√
ab

)−1/2

k2

]
+

pc(b− c)
ab− c2 ,

k2 →
1√
2b

[(
1 +

c√
ab

)−1/2

k1 −
(

1− c√
ab

)−1/2

k2

]
+

pc(a− c)
ab− c2 ,

ïðè÷åì ÿêîáèàí ïåðåõîäà ðàâåí (ab− c2)−2, ab− c2 > 0.

Èíòåãðàëû ïî èìïóëüñàì∫
dk1dk2

1[
m2f +M2g − k2

1a− k2
2b− 2k1k2c+ 2p(k1 + k2)c− p2c− iδ

]5 =

=
1

(ab− c2)2

∫
dk1dk2

1[
X − k2

1 − k2
2 − iδ

]5 = − π2

24(ab− c2)2

1

X − iδ
,

X = m2f +M2g − c(b− c)(a− c)
ab− c2 p2.

Â ðåçóëüòàòå

D3
c (p) = − (M2 −m2)2

256π4

∫ 1

0

dx1 . . . dx5
δ(x1 + · · ·+ x5 − 1)

(ab− c2)2

1

(M2 −m2)g +m2 − iδ − c(a− c)(b− c)
ab− c2

.

Ñèììåòðèçóþùàÿ çàìåíà

u = x1, v = x2 + x4, w = x3 + x5, t = g = x4 + x5, s = x5.
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Â ýòîì ñëó÷àå

ab− c2 = uv + vw + wu, c(a− c)(b− c) = uvw,∫ 1

0

dx1 . . . dx5 δ(x1 + · · ·+ x5 − 1) . . . =

∫ 1

0

dudvdw δ(u+ v + w − 1)

∫ w

0

ds

∫ s+v

s

dt . . . .

Èòàê,

D3
c (p) = − m2

256π4

∫ 1

0

dudvdw
δ(u+ v + w − 1)

(uv + vw + wu)2
J(u; v, w)

ãäå

J(u; v, w) =
1

ε

∫ w

0

ds

∫ s+v

s

dt

t+ εF (u, v, w)
, ε =

m2

M2 −m2
, F (u, v, w) = 1− p2

m2

uvw

uv + vw + wu
− iδ.

Èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ è îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

J(u; v, w) = F lnF + F ln ε− v + εF

ε
ln(v + εF )− w + εF

ε
ln(w + εF ) +

v + w + εF

ε
ln(v + w + εF ).

Âûäåëÿåì ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü

D3
c (p) = regD3

c (p) + δD3
c (p),

regD3
c = − m2

256π4

∫ 1

0

dudvdw
δ(u+ v + w − 1)

(uv + vw + wu)2

(
1− p2

m2

uvw

uv + vw + wu

)
ln
(

1− p2

m2

uvw

uv + vw + wu
− iδ

)
.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè δD3
c ÷àñòè÷íî ñíèìàåì ðåãóëÿðèçàöèþ (îñòîðîæíî, ÷òîáû íå çàðàáîòàòü ðàñõîäè-

ìîñòè êîíå÷íîãî èíòåãðàëà), ε→ 0, ε(F − 1)→ 0,

δD3
c =

p2

256π4
If(ε)−

m2

256π4
Ig(ε) + o(1),

If(ε) =

∫ 1

0

dudvdw
δ(u+ v + w − 1)

(uv + vw + wu)3
uvw

[
ln

ε(v + w + ε)

(v + ε)(w + ε)
− 1
]
,

Ig(ε) =

∫ 1

0

dudvdw
δ(u+ v + w − 1)

(uv + vw + wu)2

[v + w + ε

ε
ln(v + w + ε)− v + ε

ε
ln(v + ε)− w + ε

ε
ln(w + ε) + ln ε

]
.

Ïîñëå ðÿäà ïðîñòûõ çàìåí ïåðåìåííûõ èíòåãðàë If(ε) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

If(ε) =

∫ 1

0

du
(

1 + ln
u+ ε

ε

)(
2f(1− u)− f(u)

)
.

Âûïîëíÿÿ îêîí÷àòåëüíîå ñíÿòèå ðåãóëÿðèçàöèè, ïîëó÷àåì

If(ε) = −1

2
ln ε− Cf + o(1).

Ââåäåííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f(u) è ïîñòîÿííûå îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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ôóíêöèÿ

f(u) = (1− u)

∫ u

0

dv
v(u− v)

(u+ uv − u2 − v2)3
=

8(1− u)

u2(4− 3u)2

√
u

4− 3u
arcth

√
u

4− 3u
+

9u

8(4− 3u)2
− 1

8u
,

ïîñòîÿííûå

1

2
=

∫ 1

0

du f(u),

Cf =

∫ 1

0

du (lnu+1)
(
f(u)−2f(1−u)

)
= 0.7813024129.

Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó äëÿ Ig(ε)

Ig(ε) =

∫ 1

0

du
(u+ ε

ε
ln(u+ ε)− ln ε

)(
g(u)− 2g(1− u)

)
,

çäåñü

g(u) =

∫ u

0

dv
1

(u+ uv − u2 − v2)2
.

g(u) =
8

u3

( u

4− 3u

)3/2

arcth

√
u

4− 3u
+

2

u(1− u)(4− 3u)
,

Âûäåëèì â g(u)−2g(1−u) îãðàíè÷åííóþ ÷àñòü h(u):

g(u)− 2g(1− u) = − 3

u
+ 4
(
2 lnu− ln(1− u)

)
+ h(u).

Â èíòåãðàëå ñ îãðàíè÷åííîé ÷àñòüþ h(u) óñòðåìèì ε→ 0

Ig(ε) = I0(ε) +
1

ε

∫ 1

0

duh(u)u lnu− ln ε

∫ 1

0

duh(u) +

∫ 1

0

duh(u)(lnu+ 1) + o(1),

èíòåãðàë æå

I0(ε) =

∫ 1

0

du
(u+ ε

ε
ln(u+ ε)− ln ε

)(
− 3

u
+ 4
(
2 lnu− ln(1− u)

))
âû÷èñëÿåòñÿ â òåðìèíàõ äèëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè è ïðè ε→ 0 îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

I0(ε) =
π2 + 3

3ε
− 3

2
ln2 ε+ 7 ln ε+ 1 +

π2

6
+ o(1).

Ïîñòîÿííûå èíòåãðàëû∫ 1

0

duh(u)u lnu = −1,

∫ 1

0

duh(u) = 3,

∫ 1

0

duh(u)(lnu+ 1) = −4.418941343.

Èòàê,

Ig(ε) =
π2

3ε
− 3

2
ln2 ε+ 4 ln ε+

π2

3
+ Cg + o(1), Cg = −5.063875411.
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Îòâåò äëÿ êóáà ôóíêöèè Ãðèíà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

D3
c (x− y) =

1

256π4

[
−m2δ(x− y)

(π2

3

M2

m2
− 3

2
ln2 M

2

m2
− 4 ln

M2

m2
+ Cg

)
+

+ gµν∂
µ
x∂

ν
yδ(x− y)

(1

2
ln
M2

m2
− Cf

)]
+ regD3

c (x− y). (42)

D. Ôóíêöèÿ Ãðèíà â òî÷êå x = 0

Òàê êàê ôóíêöèÿ Ãðèíà � ôóíêöèÿ îáîáùåííàÿ, âåëè÷èíà Dc(x = 0), êîòîðàÿ ðàíåå

âñòðå÷àëàñü â òåîðèè âîçìóùåíèé, íå îïðåäåëåíà. Íàéäåì åå â ðàìêàõ ðåãóëÿðèçàöèè

Ïàóëè-Âèëëàðñà. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

Dc(x = 0) =

∫
d4p

(2π)4
Dc(p).

Èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ ñèëüíî: ñòàíäàðòíîé ðåãóëÿðèçàöèè ôóíêöèè Ãðèíà íå äîñòàòî÷-

íî. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåíèåì ðåãóëÿðèçàöèè Ïàóëè-Âèëëàðñà íà òàêèå ñëó÷àè.

Dc(p) −→ DM
c (p) =

1

m2 − p2 − iδ
− 1

M2 − p2 − iδ
− M2 −m2

(M2 − p2 − iδ)2
.

Âû÷èñëåíèÿ áåç êîììåíòàðèåâ∫
d4p

(2π)4
Dc(p) = (M2 −m2)2

∫
d4p

(2π)4

1

(m2 − p2 − iδ)(M2 − p2 − iδ)2
=

=
2!

(2π)4

∫ 1

0

dx1dx2dx3 δ(x1 + x2 + x3 − 1)

∫
d4p

1

[m2x1 +M2(1− x1)− p2 − iδ]3
=

=
2!

(2π)4
iπ2 1

2!

∫ 1

0

dx1dx2dx3 δ(x1 + x2 + x3 − 1)
1

[m2x1 +M2(1− x1)− iδ]
=

=
i

16π2
(M2 −m2)2

∫ 1

0

dx
1− x

M2 − (M2 −m2)x
=

i

16π2

[
M2 −m2

(
1 + ln

M2

m2

)]
.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ãðèíà â íóëåâîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ðàâíà

Dc(0) =
i

16π2

[
M2 −m2

(
1 + ln

M2

m2

)]
. (43)
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XXIX. Ïåðåíîðìèðîâêè â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ

Òåïåðü âòîðîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ S-ìàòðèöû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

S2[φ0(x)] = regS2[φ0(x)]−

− i
(λ

4

)2
∫

d4x
[1

2
AD∂µφ0(x)∂µφ0(x)− 1

2
Amφ

2
0(x)− 1

4
Aλφ

4
0(x) + A0

]
, (44)

çäåñü regS2[φ0(x)] � êîíå÷íàÿ ÷àñòü S-ìàòðèöû, îòâå÷àþùàÿ ôèçè÷åñêîé ïðîöåäóðå ðàñ-

ñåÿíèÿ ÷àñòèö âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé, åå çíà÷åíèå

regS2[φ0(x)] =
1

2!
�
�
�
�@

@
@
@

t
�
�
�
�@

@
@
@

t +8

�
�

@
@t �

�

@
@

t−iDc(x− y)

+×

+36

�
�

@
@t �

�

@
@

t
(−i)2regD2

c (x− y)

+48 t t
(−i)3regD3

c (x− y)

Äîáàâî÷íûé ÷ëåí â âûðàæåíèè äëÿ S-ìàòðèöû îáúåäèíèë âñå ðàñõîäÿùèåñÿ ïðè ñíÿòèè

ðåãóëÿðèçàöèè (M →∞) âûðàæåíèÿ (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë), ïðè ýòîì

AD =
3

8π4

(1

2
ln
M2

m2
− Cf

)
, Am =

3m2

8π4

(π2

3

M2

m2
− 3

2
ln2 M

2

m2
− 4 ln

M2

m2
+ Cg

)
,

Aλ =
9

π2
ln
M2

m2
, A0 = −12 i

∫
d4xD4

c (x).

Êðàéíå âàæíî, ÷òî ïîëåâàÿ ñòðóêòóðà ýòîãî ðàñõîäÿùåãîñÿ ÷ëåíà ïîëíîñòüþ âîñïðî-

èçâîäèò ñòðóêòóðó èñõîäíîãî äåéñòâèÿ

S =

∫
d4x

[1

2
∂µφ ∂µφ−

1

2
m2

0φ
2 − 1

4
λ0φ

4
]
.

Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèåìîì, êîòîðûé óæå ïðèìåíÿëñÿ â ïåðâîì

ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé: ïðè îïðåäåëåíèè ñâîáîäíîé òåîðèè äëÿ êàíîíè÷åñêîãî

êâàíòîâàíèÿ ìàññèâíûé ÷ëåí â äåéñòâèè m2
0φ

2 ÷àñòè÷íî (δm2φ2) áûë îòíåñåí ê âîçìó-

ùåíèþ. Ýòî ïîçâîëèëî ïðèäàòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïåðâîìó ïîðÿäêó òåîðèè âîçìóùå-

íèé è èçáàâèòüñÿ îò íåîïðåäåëåííûõ âûðàæåíèé òèïà Dc(0).
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Ñóòü îáîáùåíèÿ ýòîãî ïðèåìà òàêîâà. Ââåäåì íîâûå ïàðàìåòðû ìàññû m2 è êîíñòàíòû

ñâÿçè λ òàêèå, ÷òî äåéñòâèå ñâîáîäíîé òåîðèè ïðèìåò âèä

S0 =
1

2
Z

∫
d4x

[
∂µφ ∂µφ−m2φ2

]
+ C0,

à âîçìóùåíèå Sint = S − S0 çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

Sint = −λ
4

∫
d4x

[
φ4 + f0φ

2 + c0

]
−
(λ

4

)2
∫

d4x
[
g1φ

4 + f1φ
2 + d1∂

µφ ∂µφ+ c1

]
,

òî åñòü ðàçíåñåì èñõîäíîå äåéñòâèå S ïî âñåì ðàññìàòðèâàåìûì ïîðÿäêàì òåîðèè âîç-

ìóùåíèé ïî íîâîé êîíñòàíòå ñâÿçè λ.

Óñëîâèå òîãî, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ òîé æå òåîðèåé, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

Z − 1

2
=
(λ

4

)2
d1,

m2
0 − Zm2

2
=
(λ

4

)
f0 +

(λ
4

)2
f1,

λ0

4
=
λ

4
+
(λ

4

)2
g1. (45)

Åñòü åùå îäíî óñëîâèå ðàâåíñòâà äåéñòâèÿ èñõîäíîìó C0 − (λ/4)c0 − (λ/4)2c0 = 0. Íî îíî íå ïðèíöè-

ïèàëüíî, òàê êàê çàäàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îïðåäåëÿåìóþ â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè, ýíåðãèþ

âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ (ñì. âûøå).

Òàêàÿ ñõåìà òåîðèè âîçìóùåíèé ïîçâîëÿåò âî âòîðîì ïîðÿäêå ïðàâèëüíûì âûáî-

ðîì ïîñòîÿííûõ c1, d1, f1, g1 êîìïåíñèðîâàòü âñå ðàñõîäÿùèåñÿ ñëàãàåìûå â S-ìàòðèöå,

åñëè îíè ñòðóêòóðíî ñîâïàäàþò ñ èñõîäíûì äåéñòâèåì òåîðèè, ñì. (44)

Äåéñòâèòåëüíî, â âòîðîì ïîðÿäêå äîïîëíèòåëüíî âîçíèêàåò âîçìóùåíèå ñëåäóþùåãî

âèäà

δSint = −
(λ

4

)2
∫

d4x
[
g1φ

4 + f1φ
2 + d1∂

µφ ∂µφ+ c1

]
,

è åãî âêëàä â S-ìàòðèöó íåñëîæíî âû÷èñëèòü

− i
(λ

4

)2
∫

d4x
[
g1φ

4 +
(
f1 − 6ig1Dc(0)

)
φ2+

+ d1∂
µφ ∂µφ+

(
c1 − if1Dc(0) + id1∂

2Dc(0)− 3g1D
2
c (0)

)]
.

Åñëè âûáðàòü

c1 = −A0 +
1

2
AmiDc(0)− 3

4
AλD

2
c (0) +

1

2
ADi∂2Dc(0),

d1 = −1

2
AD, f1 =

1

2
Am +

3

2
AλiDc(0), g1 =

1

4
Aλ,

òî ðàñõîäÿùèåñÿ ñëàãàåìûå â S-ìàòðèöå ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóþòñÿ è

S2[φ0(x)] = regS2[φ0(x)].
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Çíàíèå êîýôôèöèåíòîâ dk, fk, gk, k = 0, 1, ïîçâîëÿåò ïî ôîðìóëàì (45) íàéòè çíà÷åíèÿ

m,λ, Z êàê ôóíêöèè çàòðàâî÷íûõ (ãîëûõ) ìàññû m0, êîíñòàíòû ñâÿçè λ0 è ïàðàìåòðà

ðåãóëÿðèçàöèè Ïàóëè-Âèëëàðñà M . Ôèçè÷åñêè ýòî îòâå÷àåò ïåðåíîðìèðîâêå çà ñ÷åò

ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ çàòðàâî÷íûõ ïàðàìåòðîâ èñõîäíîãî äåéñòâèÿ, êîòîðûå, ñàìè

ïî ñåáå, ýêñïåðèìåíòàëüíî íå íàáëþäàåìû.

Òåîðèè, ïîçâîëÿþùèå â ëþáîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ñõîæèì îáðàçîì ñäåëàòü

âû÷èñëåíèÿ îñìûñëåííûìè, íàçûâàþòñÿ ïåðåíîðìèðóåìûìè.

Çäåñü íóæíî îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ïåðåíîðìèðîâêè íå îäíîçíà÷íà.

Äåëî â âûäåëåíèè ðàñõîäÿùèõñÿ ñëàãàåìûõ: ê ðàñõîäÿùåìóñÿ âûðàæåíèþ ìîæíî ïðè-

áàâèòü ÷òî-òî ðåãóëÿðíîå, íå èçìåíÿÿ ñâîéñòâà ðàñõîäèìîñòè. Ýòîìó îòâå÷àåò íåîäíî-

çíà÷íîñòü ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñòåïåíåé ôóíêöèè Ãðèíà. Óñòðàíèòü ýòó íåîäíîçíà÷íîñòü

ìîæíî òîëüêî èç ôèçè÷åñêèõ òðåáîâàíèé. Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå åñòü òðè ñâîáîäíûõ

ïàðàìåòðà. Ïîýòîìó íóæíû òðè ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè â ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ

ýêñïåðèìåíòàõ, ÷òîáû ýòè ïàðàìåòðû çàôèêñèðîâàòü, òî åñòü âûáðàòü ïðàâèëüíûå çíà-

÷åíèÿ m,λ, Z. È òîãäà ëþáûå äðóãèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïîëó÷àþòñÿ (åñëè

âûïîëíåíî ïðàâèëî Ôîêà) ïîäñòàíîâêîé â ñîîòâåòñòâóþùèå íàáëþäàåìûå óæå çàôèê-

ñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ìàññû, êîíñòàíòû ñâÿçè è íîðìèðîâêè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

Èòàê,

1. â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé íàáëþäàåòñÿ ïåðåíîðìèðîâêà òîëüêî ìàññû

m2 = m2
0 +

3λ

16

[
M2 −m2 ln

M2

µ2
f

]
, λ = λ0, Z = 1.

2. âî âòîðîì ïîðÿäêå ïåðåíîðìèðóþòñÿ óæå âñå ïàðàìåòðû ìîäåëè, íàïðèìåð,

λ0 = λ
[
1 +

9λ

16π2
ln
M2

µ2
λ

]
, Z = 1− 3λ2

256π4
ln
M2

µ2
Z

.

Îäíàêî, êàê ãîâîðèò È.Òþòèí, ÷òîáû ïî÷óâñòâîâàòü âñå ÷óäåñà ïåðåíîðìèðóåìîé òåî-

ðèè ïîëÿ, íóæíî èññëåäîâàòü òðåòèé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé. Òåõíè÷åñêè ýòî äî-

âîëüíî òðóäîåìêîå çàíÿòèå, íî, äà ïîìîæåò íàì Maple, è ðåçóëüòàò ïðåâçîéäåò âñå

îæèäàíèÿ. Ãðàôè÷åñêè îòâåò âûãëÿäèò âîò òàêèì îáðàçîì

W [φ0(x)] =

r@@@
�

��

r���
@
@@
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96

+÷ëåíû, ñòðóêòóðíî âîñïðîèçâîäÿùèå èñõîäíîå äåéñòâèå.

S[φ0(x)] = exp
(
W [φ0(x)]

)
.

Àíàëèç ðàñõîäèìîñòåé ýòîãî âûðàæåíèÿ è èõ óñòðàíåíèå � òà çàäà÷à, êîòîðóþ íåïëîõî

áû ðåøèòü.

XXX. S-ìàòðèöà QED

Ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ ðàçäåëà XXVII â ñëó÷àå êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè (ñì.

XXVI) äëÿ ñèìâîëà S-ìàòðèöû â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþ-

ùåå âûðàæåíèå

S(āp,s, b̄p,s, c̄q,λ; ap,s, bp,s, cq,λ) = S[Aµ0(x), ψ̄0(x), ψ0(x)] =

= exp
[
i

∫
d4x

δ

iδjα(x)
γµαβ

δ

iδj̄β(x)

δ

iδJµ(x)

]
Sep0 [ψ̄0(x), ψ0(x)|j(x), j̄(x)] Sem0 [Aµ0(x)|Jµ(x)]

∣∣
Jµ=0,j=j̄=0

. (46)

Ðàñøèôðîâêà îáîçíà÷åíèé

• āp,s, ap,s, b̄p,s, bp,s � ãðàññìàíîâû ñèìâîëû îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ, ñîîòâåòñòâåííî, c̄q,λ, cq,λ � êîìïëåêñíûå ñèìâîëû îïå-

ðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôîòîíîâ,
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• ïîëå ôåðìèîííîå

ψ0(x) =
∑
p,s

√
m

εpV

(
ap,sup,se

−ipx + b̄p,svp,se
ipx
)
, p = (εp, p),

ïîëå ýëåêòðîìàãíèòíîå

A0
0(x) = 0, Ai0(x) =

∑
q,λ

eiqλ√
2V ωq

[
cq,λe

−iqx + c̄k,λe
iqx
]
, q = (ωq, q),

• âíåøíèå èñòî÷íèêè ñïèíîðíîãî ïîëÿ (ãðàññìàíîâû) jα(x), j̄α(x), α = 1, 2, 3, 4, è

ýëåêòðîìàãíèòíîãî (äåéñòâèòåëüíûå) Jµ(x), µ = 0, 1, 2, 3. Âíåøíèé òîê ýëåêòðî-

ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè ∂µJ
µ(x) = 0.

S-ìàòðèöà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîãî ïîëÿ â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî èñòî÷íèêà

Sep0 [ψ̄0(x), ψ0(x)|j(x), j̄(x)] = Sep0 [Γ|j, j̄] =

∫
Γ

Dψ̄Dψ exp
[
i

∫
d4x

[
ψ̄(iγµ∂µ−m)ψ+j̄ψ+ψ̄j

]]
,

S-ìàòðèöà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ âíåøíèì èñòî÷íèêîì

Sem0 [Aµ0(x)|Jµ(x)] = Sem0 [Γ|Jµ] =

∫
Γ

DAµ δ
[
∂iA

i
]

exp
[
i

∫
d4x

[
−1

4
F µνFµν + AµJµ

]]
,

ïîíèìàíèå ñèìâîëîâ êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ S-ìàòðèöû â QED

âîçìîæíî, åñëè ðàñïðîñòðàíèòü âûâîä âûðàæåíèÿ (39) íà ÿäðî îïåðàòîðà ýâîëþöèè

(38).

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ.

Ýëåêòðîíû

S0(āp,s, ap,s|j, j̄) = lim
tf→+∞
ti→−∞

∏
p,s

e−āp,sap,s
∫

āp,s(tf )=āp,se
itf εp

ap,s(ti)=ap,s(ti)e
−itiεp

Dāp,s(τ)Dap,s(τ)

exp
[
āp,s(ti)ap,s(ti) +

∫ tf

ti

dτ
(

˙̄ap,s(τ)ap,s(τ)− iεpāp,s(τ)ap,s(τ) + iāp,s(τ)ηp,s(τ) + iη̄p,s(τ)ap,s(τ)
)]
,

ηp,s(τ) =

√
m√
V εp

ūp,s

∫
d3xe−ipxj(τ, x), η̄p,s(τ) =

√
m√
V εp

∫
d3xeipxj̄(τ, x)up,s.

Èíòåãðàë êâàäðàòè÷íûé, âû÷èñëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

i. ïåðåâàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ

˙̄ap,s(τ)− iεpāp,s(τ) + iη̄p,s(τ) = 0, āp,s(tf ) = āp,se
itf εp ,

ii. ðåøåíèå

āp,s(τ) = eiτεp
(
āp,s +

∫ tf

τ
dτ1 iη̄p,s(τ1)e−iτ1εp

)
,
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iii. ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû

āp,s(ti)ap,s(ti) +

∫ tf

ti

dτ iāp,s(τ)ηp,s(τ) = āp,sap,s+

i

∫ tf

ti

dτ
(
āp,se

iτεpηp,s(τ) + η̄p,s(τ)ap,se
−iτεp

)
−
∫ tf

ti

dτ2

∫ tf

τ2

dτ1 ei(τ2−τ1)εp η̄p,s(τ1)ηp,s(τ2),

iv. êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë∫
āp,s(tf )=0
ap,s(ti)=0

Dāp,s(τ)Dap,s(τ) exp
[∫ tf

ti

dτ
(

˙̄ap,s(τ)ap,s(τ)− iεpāp,s(τ)ap,s(τ)
)]

= 1,

v.

S0(āp,s, ap,s|j, j̄) = exp
[
i

∫
d4x

(
ψ̄e0(x)j(x) + j̄(x)ψe0(x)

)
+

+ i

∫
d4x2d4x1 j̄(x2)Ge(x2 − x1)j(x1)

]
,

ãäå ââåäåíû ïåðåìåííûå

ψe0(x) =
∑
p,s

√
m√
V εp

up,sap,se
−ipx, Ge(x) = iθ(τ)

∑
p

(γp) +m

2V εp
e−iτεp+ipx,

ïðè ïîëó÷åíèè ïîñëåäíåé ôîðìóëû ó÷òåíî, ÷òî∑
s

(up,s)α(ūp,s)β =
1

2m

(
(γp) +m

)
αβ
, (γp) = γµpµ.

Ïîçèòðîíû

S0(b̄p,s, bp,s|j, j̄) = lim
tf→+∞
ti→−∞

∏
p,s

e−b̄p,sbp,s
∫

b̄p,s(tf )=b̄p,se
itf εp

bp,s(ti)=bp,s(ti)e
−itiεp

Db̄p,s(τ)Dbp,s(τ)

exp
[
b̄p,s(ti)bp,s(ti) +

∫ tf

ti

dτ
( ˙̄bp,s(τ)bp,s(τ)− iεpb̄p,s(τ)bp,s(τ)− ib̄p,s(τ)ζp,s(τ)− iζ̄p,s(τ)bp,s(τ)

)]
,

ζ̄p,s(τ) =

√
m√
V εp

v̄p,s

∫
d3xeipxj(τ, x), ζp,s(τ) =

√
m√
V εp

∫
d3xe−ipxj̄(τ, x)vp,s.

Èíòåãðàë êâàäðàòè÷íûé, âû÷èñëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

i. ïåðåâàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ

˙̄bp,s(τ)− iεpb̄p,s(τ)− iζ̄p,s(τ) = 0, b̄p,s(tf ) = b̄p,se
itf εp ,

ii. ðåøåíèå

b̄p,s(τ) = eiτεp
(
b̄p,s −

∫ tf

τ
dτ1 iζ̄p,s(τ1)e−iτ1εp

)
,
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iii. ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû

b̄p,s(ti)bp,s(ti)−
∫ tf

ti

dτ ib̄p,s(τ)ζp,s(τ) = b̄p,sbp,s−

−i

∫ tf

ti

dτ
(
b̄p,se

iτεpζp,s(τ) + ζ̄p,s(τ)bp,se
−iτεp

)
−
∫ tf

ti

dτ2

∫ tf

τ2

dτ1 ei(τ2−τ1)εp ζ̄p,s(τ1)ζp,s(τ2),

iv. êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë∫
b̄p,s(tf )=0
bp,s(ti)=0

Db̄p,s(τ)Dbp,s(τ) exp
[∫ tf

ti

dτ
( ˙̄bp,s(τ)bp,s(τ)− iεpb̄p,s(τ)bp,s(τ)

)]
= 1,

v.

S0(āp,s, ap,s|j, j̄) = exp
[
i

∫
d4x

(
ψ̄p0(x)j(x) + j̄(x)ψp0(x)

)
+

+ i

∫
d4x2d4x1 j̄(x2)Gp(x2 − x1)j(x1)

]
,

ãäå ââåäåíû ïåðåìåííûå

ψp0(x) =
∑
p,s

√
m√
V εp

vp,sb̄p,se
ipx, Gp(x) = −iθ(−τ)

∑
p

(γp)−m
2V εp

eiτεp−ipx,

ïðè ïîëó÷åíèè ïîñëåäíåé ôîðìóëû ó÷òåíî, ÷òî∑
s

(vp,s)α(v̄p,s)β =
1

2m

(
(γp)−m

)
αβ
.

S-ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ íà âíåøíåì èñòî÷íèêå

Sep0 [ψ̄0(x), ψ0(x)|j(x), j̄(x)] = exp
[
i

∫
d4x

(
ψ̄0(x)j(x) + j̄(x)ψ0(x)

)
+

+ i

∫
d4x2d4x1 j̄(x2)Gc(x2 − x1)j(x1)

]
, (47)

ñ ïðè÷èííîé ôóíêöèåé Ãðèíà

Gc(x) = (iγµ∂µ +m)Dc(x).

Äåéñòâèòåëüíî,

Gc(τ, x) = iθ(τ)
∑
p

(γp) +m

2V εp
e−iτεp+ipx − iθ(−τ)

∑
p

(γp)−m
2V εp

eiτεp−ipx =

= iθ(τ)
(
i(γ∂) +m

)∑
p

1

2V εp
e−iτεp+ipx + iθ(−τ)

(
i(γ∂) +m

)∑
p

1

2V εp
eiτεp−ipx =

=
(
i(γ∂) +m

)
i
∑
p

1

2V εp
e−i|τ |εp+ipx =

(
i(γ∂) +m

)
Dc(τ, x),
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ãäå Dc(x) � ïðè÷èííàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

Âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà äëÿ ôîòîíîâ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèÿì â ñëó÷àå

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ çàìåíîé J(x)→ −eiqλJ i(x), εp → ωq:

Sph0 (c̄qλ, cqλ|J i) = exp
[
−i

∫
d4xAi0(x)J i(x) + i

1

2

∫
d4x2d4x1 J

i(x2)T ijc (x2 − x1)J j(x1)
]
,

ñ ôóíêöèåé Ãðèíà

T ijc (τ, x) = i
∑
q

1

2V ωq
e−i|τ |ωq+iqx

∑
λ

eiqλe
j
qλ = i

∑
q

1

2V ωq
e−i|τ |ωq+iqx

(
δij − qiqj

q2

)
.

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü èíòåãðàëû ïî âñïîìîãàòåëüíûì ïåðåìåííûõ. Èíòåãðèðîâàíèå

ïî ïðîäîëüíûì êîìïîíåíòàì ïîëÿ òðèâèàëüíî, èíòåãðèðîâàíèå ïî ñêàëÿðíûì êîìïî-

íåíòàì íå íàìíîãî ñëîæíåå.

S0(J0) = lim
tf→+∞
ti→−∞

∏
k∈K+

K−1∏
m=1

∫
k
√
εd(Q0

k)k√
2πi

k
√
εd(q0

k)k√
2πi

exp
[
iε

1

2
k2
[(

(Q0
k)m

)2
+
(
(q0
k)m

)2]
+ iε

[
(Q0

k)m(fk)m + (q0
k)m(gk)m

]]
,

fk(τ) =

√
2√
V

∫
d3xJ0(τ, x) cos(kx), gk(τ) = −

√
2√
V

∫
d3xJ0(τ, x) sin(kx).

Âû÷èñëÿåì áåç çàòåé

S0(J0) = exp
[
−i

1

2

∫
dτ

∑
k∈K+

1

k2

(
f2
k (τ) + g2

k(τ)
)]

=

= exp
[
−i

1

2

∫
dτ

∫
d3x2d3x1 J

0(τ, x2)
∑
k

1

V ω2
k

eik(x2−x1)J0(τ, x1)
]
.

Âûïîëíèì ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé, èñïîëüçóÿ, ÷òî

(∂2
0 + ω2

k)
i

2ωk
e−iωk|τ | = δ(τ),

è óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ∂0J
0 + ∂iJ

i = 0:∫
dx2dx1 J

0(x2)
∑
k

δ(τ2 − τ1)

V ω2
k

eik(x2−x1)J0(x1) =

∫
dx2dx1 J

0(x2)Dc(x2 − x1)J0(x1)−

−
∫

dx2dx1 J
0(x2)∂τ2∂τ1

∑
k

i

2V ω3
k

e−iωk|τ2−τ1|+ik(x2−x1)J0(x1) =

= · · · −
∫

dx2dx1 ∂iJ
i(x2)

∑
k

i

2V ω3
k

e−iωk|τ2−τ1|+ik(x2−x1)∂jJ
j(x1) =

=

∫
dx2dx1 J

0(x2)Dc(x2 − x1)J0(x1)−
∫

dx2dx1 J
i(x2)Lijc (x2 − x1)J j(x1),
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ïðè÷åì ôóíêöèÿ Ãðèíà

Lijc (x) =
∑
k

kikj

k2

1

2V ωk
e−iωk|τ |+ikx.

Îòâåò äëÿ S-ìàòðèöû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Sem0 [Aµ0(x)|Jµ(x)] = exp
[
i

∫
d4xAµ0(x)Jµ(x)+

+ i
1

2

∫
d4x2d4x1 Jµ(x2)Dµν

c (x2 − x1)Jν(x1)
]
, (48)

ñ ïðè÷èííîé ôóíêöèåé Ãðèíà

Dµν
c (x) = −gµνDc(x).

Çàìå÷àíèå.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîìïîíåíòû âíåøíåãî òîêà Jµ çàâèñèìû ∂µJ
µ = 0, íåçàâèñèìîå âàðüèðî-

âàíèå ïî êîìïîíåíòàì òîêà ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé âîçìîæíî.

XXXI. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé â QED

Ôîðìàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìè-

êå ïîðîæäàåòñÿ ïðîèçâîäÿùèì ôóíêöèîíàëîì

S[Aµ0(x), ψ̄0(x), ψ0(x)] = exp
[
ie

∫
d4x

δ

iδjα(x)
γµαβ

δ

iδj̄β(x)

δ

iδJµ(x)

]
exp
[
i

∫
dx1

(
j̄(x1)ψ0(x1) + ψ̄0(x1)j(x1) + Aν0(x1)Jν(x1)

)]
exp
[
i

∫
dx1dx2 j̄(x1)Gc(x1, x2)j(x2) +

1

2
i

∫
dx1dx2 Jµ(x1)Dµν

c (x1, x2)Jν(x2)
]∣∣∣∣
j=j̄=J=0

.

Äèàãðàììíàÿ òåõíèêà (ïåðâûé ïîðÿäîê).

t
Q
QQs
Q
QQ�

��3
�
��x

ψ0(x) ψ̄0(x)

Aµ0(x)

γµ

âíåøíèå êîíöû

x t � ψ0(x)

x t - ψ̄0(x)

x t Aµ0(x)

âåðøèíà

t��
x

ie

∫
d4x γµ
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Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå

S[Aµ0(x), ψ̄0(x), ψ0(x)] = ie

∫
d4x ψ̄0(x)γµψ0(x)Aµ0(x),

ïðè âûâîäå ó÷òåíî, ÷òî Sp
(
γµGc(0)

)
= 0.

Äèàãðàììíàÿ òåõíèêà (âòîðîé ïîðÿäîê).

Ñâÿçàííûå äðåâåñíûå äèàãðàììû:

t t �� �
y xiGc(y, x)

γν γµ
t t@@I

@@

���
��

���
��

@@I
@@y x

−iDνµ
c (y, x)

γµγν1

2

âíóòðåííèå ëèíèèt t
t t�

−iDνµ
c (y, x)

iG(y, x)
y x

y, ν x, µ

Ïåòëåâûå äèàãðàììû:

t t ��
y x
−iDνµ

c (y, x)

γν γµ
�

iGc(y, x)

t t
y x

γµγν1

2
(−1)

�

-
iGc(x, y)

iGc(y, x)

t t�

-

1

2
(−1)

ýëåêòðîí-ïîçèòðîííàÿ ïåòëÿ � ôàêòîð (−1)

Àíàëèòèêà äðåâåñíîé S-ìàòðèöû

(ie)2

∫
d4yd4x

[
Aν0(y)ψ̄0(y)γν

(
iGc(y, x)

)
γµψ0(x)Aµ0(x)+

+
1

2
ψ̄0(y)γνψ0(y)

(
−iDνµ

c (y, x)
)
ψ̄0(x)γµψ0(x)

]
,

ïåòëåâîé

(ie)2

∫
d4yd4x

[
ψ̄0(y)γν

(
iGc(y, x)

)
γµψ0(x)

(
−iDµν

c (x, y)
)
−

− 1

2
Aν0(y)γν

(
iGc(y, x)

)
γµ
(
iGc(x, y)

)
Aµ0(x) + . . .

]
.

Âû÷èñëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ, âûäåëåíèå ðàñõîäèìîñòåé è èõ óñòðàíåíèå

� íåîòúåìëèìàÿ ÷àñòü êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, êàê ïåðåíîðìèðóåìîé êâàíòîâîé

òåîðèè ïîëÿ.

XXXII. Àíîìàëüíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà

Ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà áûë îïðåäåëåí ðàíåå, â ðàçäåëå XVIII. Ìàãíèòíûé

ìîìåíò îïðåäåëÿåò âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì è âîçíèêà-

åò èç-çà òîãî, ÷òî ýëåêòðîí, áóäó÷è ýëåìåíòàðíûì (òî÷å÷íûì), îáëàäàåò âíóòðåííåé, íå
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ñâÿçàííîé ñ äâèæåíèåì â ïðîñòðàíñòâå, ñòåïåíüþ ñâîáîäû � ñïèíîì. Êàê âèäíî èç ïðè-

âåäåííîãî â ðàçäåëå XVIII âûâîäà, íåïîñðåäñòâåííîå íàáëþäåíèå ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

âîçìîæíî äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà â äîñòàòî÷íî îäíîðîäíîì è ïîñòîÿííîì

âî âðåìåíè ìàãíèòíîì ïîëå.

Îäíàêî, ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå îñíîâûâàëîñü íà îäíî÷àñòè÷íîé êàðòèíå ðåëÿòè-

âèñòñêîãî ýëåêòðîíà, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîñòîÿòåëüíî (â îäíî÷àñòè÷íîé ïîñòà-

íîâêå ñïåêòð ðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà íå îãðàíè÷åí ñíèçó). Óñòðàíåíèå ýòîé íåñî-

îáðàçíîñòè ïðèâîäèò ê êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, â äàííîì ñëó÷àå � ê êâàíòîâîé ýëåê-

òðîäèíàìèêå. Ïîíÿòèå îäíî÷àñòè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà ïðè ýòîì òåðÿåòñÿ. Åãî çàìåíÿåò

äðóãàÿ íàáëþäàåìàÿ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ � S-ìàòðèöà, âåðíåå, åå ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

äëÿ îäíî÷àñòè÷íîãî ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ âî âíåøíåì ïîëå.

Çàäàäèì íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

|φi〉 = â+
pi,si
|0〉 ⊗ |mf〉, 〈φf | = 〈mf| ⊗ 〈0|âpf ,sf ,

çäåñü â+
pi,si

, âpf ,sf - îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî (pi, pf � m)

ýëåêòðîíà â íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ñîñòîÿíèÿõ, |mf〉 òàêîå ñîñòîÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ, ÷òî

〈mf|rot ~̂A0|mf〉 = ~B,

ãäå ~B - ïîñòîÿííîå è îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå.

Âû÷èñëèì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò 〈φf |Ŝ|φi〉 â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé

〈φf |Ŝ|φi〉 = 〈φf |φi〉 − ie

∫
d4xAi0(x)〈0|âpf ,sf : ˆ̄ψ0(x)γiψ̂0(x) : â+

pi,si
|0〉,

â ýòîé ôîðìóëå 〈mf|Âi0|mf〉 = Ai0(x).

Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ äàþò

〈φf |Ŝ|φi〉 = δpf ,piδsf ,si − ie
m

V
√
εpf εpi

Ai0(k)ūpf ,sfγ
iupi,si , Ai0(k) =

∫
d4xAi0(x)eikx,

ââåäåíû ïåðåìåííûå k = pf − pi, pf,i = (εpf,i , pf,i).

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå, ñì. ðàçäåë XVII,

εp = m, up,s =

∥∥∥∥∥∥
ϕs

σkpk

2m
ϕs

∥∥∥∥∥∥ , ϕ+ =

∥∥∥∥∥∥1

0

∥∥∥∥∥∥ , ϕ− =

∥∥∥∥∥∥0

1

∥∥∥∥∥∥ , s = +,−,
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ïîýòîìó íàõîäèì, ÷òî

〈φf |Ŝ|φi〉 = δpf ,piδsf ,si − i
e

2m
ϕ+
sf
ϕsi(p

j
f + pji )A

j
0(k)− i

e

2m
(ϕ+

sf
σjϕsi)B

j
0(k).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà µ îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ

íåðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà âî âíåøíåì îäíîðîäíîì è ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå

Bi ñ ïåðåâîðîòîì ñïèíà (sf 6= si)

〈φf |Ŝ|φi〉 = −i(2π)4δ(εpf − εpf )δpf ,piµ
(
Bx + iBy

)
, µ =

e

2m
,

íàïðàâëåíèå íà÷àëüíîãî ñïèíà âûáðàíî âäîëü îñè z è ó÷òåíî, ÷òî

Bi
0(k) = Bi

∫
dτ eik0τ

∫
V

d3x e−ikx = Bi(2π)4δ(εpf − εpf )V δpf ,pi .

Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ âåëè÷èíîé ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà â ñëåäóþ-

ùèõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Èç ïðåäûäóùåãî ðàç-

äåëà ñëåäóåò, ÷òî âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîïðàâîê ê èññëåäóåìîé âåëè-

÷èíå íåò. Â òðåòüåì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé òðåáóåìûå äèàãðàììû åñòü.

t
t t

�
���
�
���@

@@R
@
@@R t
t
t
��
��
6 ?

- -

t t t- --
- t t t- --

-

Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âòîðàÿ äèàãðàììà îòâå÷àåò ôèçè÷åñêè íå íàáëþäàåìîé

ïåðåíîðìèðîâêå îäíîðîäíîãî è ïîñòîÿííîãî âíåøíåãî ïîëÿ, òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ ïåðå-

íîðìèðóþò ìàññó íåðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà. Âû÷èñëÿòü íóæíî òîëüêî ïåðâóþ. Ðàñ-

øèôðóåì åå:

t
t t

�
���
�
���@

@@R
@
@@Rupi,si ūpf ,sf

Aµ0(k)

−iDνλ
c (q)

iGc(pi + q) iGc(pf + q)

γν γλ

γµ

Dµν
c (q) = gµν

1

q2 + iδ

Gc(p) =
m+ (γp)

m2 − p2 − iδ

k = pf − pi

〈φf |δŜ|φi〉 =

= (ie)3 m

V
√
εpf εpi

Aµ0(k)ūpf ,sf

∫
d4q

(2π)4

(
−iDνλ

c (q)
)
γλ
(
iGc(pf + q)

)
γµ
(
iGc(pi + q)

)
γν upi,si
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Èíòåãðàë ëîãàðèôìè÷åñêè ðàñõîäèòñÿ, èñïîëüçóåì ðåãóëÿðèçàöèþ Ïàóëè-Âèëëàðñà

äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ôîòîíà.∫
d4q

(2π)4

( 1

−q2 − iδ
− 1

M2 − q2 − iδ

)
γν

m+ (γpf ) + (γq)

m2 − (pf + q)2 − iδ
γµ

m+ (γpi) + (γq)

m2 − (pi + q)2 − iδ
γν = M2

∫
d4q

(2π)4

N

D
,

N = γν
[
m+ (γpf ) + (γq)

]
γµ
[
m+ (γpi) + (γq)

]
γν ,

D =
[
−q2 − iδ

][
M2 − q2 − iδ

][
m2 − (pf + q)2 − iδ

][
m2 − (pi + q)2 − iδ

]
.

Ïàðàìåòðèçàöèÿ Ôàéíìàíà

1

D
= 3!

∫ 1

0

dx1dx2dx3dx4
δ(x1 + x2 + x3 + x4 − 1)[

M2x1 − q2 − 2x3(qpf )− 2x4(qpi)− iδ
]4 ,

ó÷òåíî, ÷òî p2
f,i = m2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî d4q ñäåëàåì â ýòîì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííûõ q→ q− x3pf − x4pi.

Â ýòîì ñëó÷àå

1

D
= 3!

∫ 1

0

dx1dx2dx3dx4
δ(x1 + x2 + x3 + x4 − 1)[

M2x1 − q2 +m2(x3 + x4)2 − k2x3x4 − iδ
]4 .

N = m2γνγµγν + γν(γq)γµ(γq)γν+

+m(1− x4)γνγµ(γpi)γν −mx3γ
νγµ(γpf )γν +m(1− x3)γν(γpf )γµγν −mx4γ

ν(γpi)γ
µγν+

+(1− x3)(1− x4)γν(γpf )γµ(γpi)γν + x3x4γ
ν(γpi)γ

µ(γpf )γν−

−(1− x3)x3γ
ν(γpf )γµ(γpf )γν − (1− x4)x4γ

ν(γpi)γ
µ(γpi)γν+

+÷ëåíû, ëèíåéíûå ïî q, êîòîðûå çàíóëÿþòñÿ ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîd4q.

Òåïåðü âðåìÿ àëãåáðû ìàòðèö Äèðàêà, îïðåäåëÿþùåå ñâîéñòâî êîòîðîé

γµγν + γνγµ = 2gµν .

Òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ,ïîëó÷àþùèåñÿ èç îïðåäåëåíèÿ,

γµγµ = 4, γνγµγν = −2γµ, γνγµγαγν = 4gµα, γνγαγµγβγν = −2γβγµγα.

Ïðèìåíÿåì:

N =
[
2γµq2 − 4γνqµqν

]
− 2m2γµ + 4m(1− 2x3)pµf + 4m(1− 2x4)pµi +

+(1− x3)(1− x4)
[
4γµ(pfpi)− 4(γpf )pµi − 4pµf (γpi) + 2(γpf )γµ(γpi)

]
− 2x3x4(γpf )γµ(γpi)−

−x3(1− x3)
[
2(γpf )2γµ − 4(γpf )pµf

]
− x4(1− x4)

[
2γµ(γpi)

2 − 4pµi (γpi)
]
.



135

Èñïîëüçóÿ, ÷òî ūpf ,sf (γpf ) = ūpf ,sfm, (γpi)upi,si = mupi,si , ïîëó÷èì

ūpf ,sfNupi,si = ūpf ,sf

[
2
[
γµq2 − 2γνqµqν

]
− 2k2γµ(1− x3)(1− x4) + 2m2γµ

[
(2− x3 − x4)2 − 2

]
+

+4mpµf
[
x4 − x3x4 − x2

3

]
+ 4mpµi

[
x3 − x3x4 − x2

4

]]
upi,si .

Èíòåãðèðîâàíèå ïî d4q, îáîçíà÷åíèå X = M2x1 +m2(x3 + x4)2 − k2x3x4 − iδ.∫
d4q

2γµq2 − 4γνqµqν[
X − q2

]4 = γµ
∫

d4q

(2π)4

q2[
X − q2

]4 = i
π2

3X
,

∫
d4q

1[
X − q2

]4 = i
π2

6X2
.

Òàêèì îáðàçîì,

ūpf ,sfJ
µupi,si ≡M2

∫
d4q

(2π)4

ūpf ,sfNupi,si
D

=
i

16π2
M2

∫ 1

0

dx1dx2dx3dx4 δ(x1 + x2 + x3 + x4 − 1)

ūpf ,sf

[2m2γµ
(
(2− x3 − x4)2 − 2

)
+ 2m(pµf + pµi )(x3 + x4)(1− x3 − x4)− 2k2γµ(1− x3)(1− x4)[
M2x1 +m2(x3 + x4)2 − k2x3x4 − iδ

]2 +

+
2γµ

M2x1 +m2(x3 + x4)2 − k2x3x4 − iδ

]
upi,si ,

÷èñëèòåëü ñèììåòðèçîâàí ïî ïåðåìåííûì x3 è x4.

Èíòåãðèðóåì ïî dx1dx2 è ñíèìàåì ðåãóëÿðèçàöèþ∫ 1−x3−x4

0

dx2M
2

M2(1− x2 − x3 − x4) +m2(x3 + x4)2 − k2x3x4 − iδ

M→∞−−−−→ ln
M2(1− x3 − x4)

m2(x3 + x4)2 − k2x3x4 − iδ
,

∫ 1−x3−x4

0

dx2M
2[

M2(1− x2 − x3 − x4) +m2(x3 + x4)2 − k2x3x4 − iδ
]2 M→∞−−−−→ 1

m2(x3 + x4)2 − k2x3x4 − iδ
.

Èíòåðåñíàÿ è óäîáíàÿ â äàííîé ñèòóàöèè ôîðìóëà

ūpf ,sf (pµf + pµi )upi,si = ūpf ,sf (δµν − γνγµ)pνfupi,si + ūpf ,sf (δµν − γµγν)pνi upi,si + 2mūpf ,sf γ
µupi,si =

= ūpf ,sf

[1

2
(γµγν − γνγµ)kν + 2mγµ

]
upi,si .

Òåïåðü äëÿ èñêîìîé âåëè÷èíû âîçìîæíî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå

ūpf ,sfJ
µupi,si =

i

8π2
ūpf ,sf f(k2/m2)γµupi,si +

i

8π2
ūpf ,sf g(k2/m2)(γµγν − γνγµ)

kν
2m

upi,si ,

ãäå ââåäåíû ôóíêöèè

f(z) =
1

2
ln
M2

m2
+

∫ 1

0

du

∫ 1−u

0

dv
[
ln

(1− u− v)

(u+ v)2 − z uv − iδ
+

2(1− u− v)− (u+ v)2 − z(1− u)(1− v)

(u+ v)2 − z uv − iδ

]
,

g(z) =

∫ 1

0

du

∫ 1−u

0

dv
(u+ v)(1− u− v)

(u+ v)2 − z uv − iδ
.
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Èòàê,

〈φf |δŜ|φi〉 = − ie3

8π2

m

V
√
εpf εpi

Aµ0(k)ūpf ,sf

[
f(k2/m2)γµ + g(k2/m2)(γµγν − γνγµ)

kν

2m

]
upi,si .

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ðàñõîäèìîñòè â ôóíêöèè f(z) íåîáõîäèìî ïåðåðàñïðåäåëåíèå ÷ëå-

íà âçàèìîäåéñòâèÿ ie0ψ̄γ
µψAµ íà ñëåäóþùèå ïîðÿäêè òåîðèè âîçìóùåíèé, ñì. ðàçäåë

XXIX. Òàêàÿ ïðîöåäóðà óñòðàíåíèÿ ðàñõîäèìîñòè (ïåðåíîðìèðîâêà çàðÿäà), êàê óæå

îòìå÷àëîñü, íå îäíîçíà÷íà. Â êàêîì-òî ýêñïåðèìåíòå íåîáõîäèìî çàôèêñèðîâàòü çíà-

÷åíèå ôèçè÷åñêîãî çàðÿäà. Â êà÷åñòâå òàêîãî ýêñïåðèìåíòà ïðèíÿòî âûáèðàòü âçàèìî-

äåéñòâèå ýëåêòðîíà ñ îäíîðîäíûì è ïîñòîÿííûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî êîíå÷íûé ïàðàìåòð ïðè ïåðåíîðìèðîâêå âûáèðàþò òàê, ÷òîáû

f(0) = 0.

Îñòàëîñü âûïîëíèòü ïåðåõîä ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó ýëåêòðîíó è îäíîðîäíîìó è ïî-

ñòîÿííîìó ìàãíèòíîìó ïîëþ

〈φf |δŜ|φi〉 = −i
e

2m

e2g(0)

4π2
(ϕ+

sf
σjϕsi)B

j
0(k = 0).

Âû÷èñëèòü g(0) íå ñîñòàâëÿåò òðóäà, g(0) = 1/2. Âîò è âñå: ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåê-

òðîíà ñ ó÷åòîì ïîïðàâêè êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè ðàâåí

µ =
e

2m

[
1 +

e2

8π2

]
,

èìåííî ýòî çíà÷åíèå ïîëó÷èë J.Schwinger â 1948 ãîäó.

XXXIII. Çàäà÷è

A.

1. Ïóñòü |φn〉, n = 0, 1, . . . - íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ôèçè÷åñêîé ñè-

ñòåìû. Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå âèäà

|φα〉 = e−ᾱα/2
∑
n=0

αn√
n!
|φn〉,

ãäå α � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

• Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈φα|φβ〉.
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• Âû÷èñëèòü îïåðàòîð
∫

dxdy |φα〉〈φα|, ãäå α = x + iy è èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî

âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (x, y).

2. Äàí ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ÷àñòîòîé ω è ìàññîé m = 1. Ïóñòü |φα〉 - íîðìè-
ðîâàííîå êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå, òî åñòü â|φα〉 = α|φα〉, â - îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ
îñöèëëÿòîðà.

• Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû è èìïóëüñà è èõ äèñïåðñèè â êîãåðåíò-

íîì ñîñòîÿíèè.

• Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè.

• Íàéòè ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

〈φα|e−itĤ |φβ〉.

3. Íàéòè ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà, ìèíèìèçèðóþùèå ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè.

4. Äàí ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ÷àñòîòîé ω è ìàññîé m = 1.

• Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îñöèëëÿòîð íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |φα〉 - íîð-
ìèðîâàííîì êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè, òî åñòü â|φα〉 = α|φα〉, â - îïåðàòîð óíè-
÷òîæåíèÿ îñöèëëÿòîðà. Â ìîìåíò âðåìåíè t èçìåðÿåòñÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà

è îíà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé 5/2~ω.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ.

• Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îñöèëëÿòîð íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |φ〉 = (|A〉+
eiα|B〉)/

√
2, ãäå |A〉, |B〉 - ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ñ ýíåðãèÿìè

3~ω/2, 5~ω/2, ñîîòâåòñòâåííî.

Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â ìîìåíò âðåìåíè

t.

• Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îñöèëëÿòîð íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.

Âíåçàïíî ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà ìåíÿåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé Ω.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îñöèëëÿòîð îñòàíåòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.

• Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îñöèëëÿòîð íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.

Âíåçàïíî îñöèëëÿòîð ñìåùàþò íà ðàññòîÿíèå a.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îñöèëëÿòîð îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé

(n+ 1/2)~ω.
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5. Ïóñòü â+, â - îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü

[â, â+] = Î. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðîâ (ε -

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α - êîìïëåêñíîå ÷èñëî, λ - äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî).

• Ĥ = εâ+â+ αâ+ + ᾱâ

• Ĥ = εâ+â+ α(â+)2 + ᾱâ2

• Ĥ = λ(â+)2(â)2 + εâ+â

6. Äàí ãàìèëüòîíèàí Ĥ = p̂2/2m + λq̂2α, α ≥ 1, p̂, q̂ - êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå

èìïóëüñ è êîîðäèíàòà, ñîîòâåòñòâåííî.

• Ïîêàçàòü, ÷òî â ñîáñòâåííîì ñîñòîÿíèè ãàìèëüòîíèàíà |φn〉 âûïîëíåíî ðà-

âåíñòâî

〈φn|
p̂2

2m
|φn〉 = λα〈φn|q̂2α|φn〉.

7. Äàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ÿìà

U(q) =

0, 0 < q < a

U0, q ≤ 0, q ≥ a
.

• Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ â ïðåäåëå

U0 →∞ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè a.

• Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ â ïðåäåëå

U0 → 0 ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè a.

• Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ â ïðåäåëå

U0 →∞, a→ 0 ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè U0a = κ.

8. . Äàíà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

U(q) =


−U0, −a < q < a

V0, −b < q ≤ −a, a ≤ q < b

0, q ≤ −b, q ≥ a

.

• Íàéòè óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
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9. Äàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ÿìà

U(q) =

−U0, 0 < q < a

0, q ≤ 0, q ≥ a
.

• Íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â ÿìå áîëüøå îäíîãî óðîâíÿ.

10. ×àñòèöà ìàññû m = 1 äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé â ïîòåíöèàëå U = −δ(q− a)− δ(q+ a).

• Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ýíåðãèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé îò âåëè÷èíû

a. Ðåøèòü çàäà÷ó â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè.

11. ×àñòèöà ñ ìàññîém äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé â ïîòåíöèàëå U = −κδ(x). Íà ðàññòîÿíèè

l îò ÿìû íàõîäèòñÿ íåïðîíèöàåìàÿ ñòåíêà.

• Íàéòè óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ.

12. Äàíû îïåðàòîðû

Â =
1

4
((â+)2 + â2), B̂ =

1

4
(â+â+ ââ+), Ĉ =

i

4
((â+)2 − â2),

ãäå â+, â - îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü [â, â+] = Î.

• Íàéòè [Â, B̂], [B̂, Ĉ], [Ĉ, Â].

B.

1. Ïóñòü |m, l〉 . . . - ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðîâ M̂z, M̂
2 ñ ñîáñòâåííûìè çíà-

÷åíèÿìè m è l(l + 1).

Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðîâ M̂x, M̂y â ýòîì ñîñòîÿíèè.

Âû÷èñëèòü â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè âñå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ñ l = 3 (f-

ñîñòîÿíèÿ) è ïîñòðîèòü ãðàôèêè (3d plot) ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü

÷àñòèöó â ýëåìåíòå òåëåñíîãî óãëà.

2. Îïðåäåëèòü óðîâíè ýíåðãèè äëÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñ ìîìåíòîì l = 0 â ñôåðè-

÷åñêîé ïðÿìîóãîëüíîé ÿìå: U(r) = −U0 ïðè r < a, U(r) = 0 ïðè r > a. Íàéòè

óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
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3. Âû÷èñëèòü è ïîñòðîèòü ðàäèàëüíûå âîëíîâûå ôóíêöèè â àòîìå âîäîðîäà, åñëè

ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî ðàâíî 4.

4. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â àòîìå âîäîðîäà èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â áëè-

æàéøåå âîçáóæäåííîå ïðè âíåçàïíîì âêëþ÷åíèè ñëàáîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

5. Â ìîäåëè àòîìà âîäîðîäà Òîìñîíà ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä íå òî÷å÷íûé, à ðàâíî-

ìåðíî ðàçìàçàí ïî øàðó ðàäèóñà R0. Ñ÷èòàÿ R0 ìíîãî áîëüøå áîðîâñêîãî ðàäè-

óñà, íàéòè ïåðâûå òðè ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿ òàêîãî àòîìà è ñðàâíèòü èõ ñ

íàñòîÿùèìè (ìîäåëü Ðåçåðôîðäà).

6. Íàéòè ïîïðàâêó ê ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà çà ñ÷åò ðåëÿòè-

âèñòñêîé çàâèñèìîñòè ìàññû ýëåêòðîíà îò ñêîðîñòè.

7. Äâå îäèíàêîâûå ÷àñòèöû ìàññîé m, îòòàëêèâàÿñü ïî çàêîíó
α

r2
12

, α > 0 (r2
12 �

ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè), íàõîäÿòñÿ âî âíåøíåì ïîòåíöèàëå U(r) =
1

2
mω2r2.

Íàéòè ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ñèñòåìû.

8. Äâà íåéòðîíà, âçàèìîäåéñòâóþùèå ïî çàêîíó J~̂s1~̂s2, J < 0 (~̂s - îïåðàòîð ñïè-

íà íåéòðîíà), íàõîäÿòñÿ âî âíåøíåì ïîòåíöèàëå U =
1

2
mω2r2. Íàéäèòå îáëàñòü

ïàðàìåòðîâ (J, ω), êîãäà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû � òðèïëåòíîå.

C.

1. Íàéòè ñïåêòð è êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ óðîâíåé ñèñòåìû

Ĥ = J( ~̂S1
~̂S2 + ~̂S2

~̂S3 + ~̂S3
~̂S1),

ãäå ~̂S1, ~̂S2, ~̂S3 � îïåðàòîðû ñïèíà ñ S = 1.

2. Äâå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè R äðóã îò äðóãà è âçàèìî-

äåéñòâóþò ñâîèìè ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè ~̂µ1, ~̂µ2 ïî çàêîíó

U =
~̂µ1~̂µ2 − 3(~̂µ1~n)(~̂µ2~n)

R3
,

ãäå ~n - åäèíè÷íûé âåêòîð îò îäíîé ÷àñòèöû ê äðóãîé. Ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé,

íà êîòîðîé îíè ðàñïîëîæåíû, ïðèëîæåíî ìàãíèòíîå ïîëå ~B. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ
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â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Âíåçàïíî ïîëå ìåíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæ-

íîå. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà îñòàíåòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.

3. Íàéòè â ëèíåéíîì ïî ìàãíèòíîìó ïîëþ ïðèáëèæåíèè ðàñùåïëåíèå ïåðâîãî âîç-

áóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà ïîä äåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ýôôåêò

Çååìàíà).

4. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñïèí ýëåêòðîíà èìååò ïðîåêöèþ 1/2 íà îñü z. Ñè-

ñòåìà íàõîäèòñÿ â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ~B = (B cos θ, 0, B sin θ). Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åðåç âðåìÿ t ïðîåêöèÿ ñïèíà îñòàíåòñÿ ïðåæíåé.

5. Ïðèäóìàòü è ðåøèòü çàäà÷ó ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

D.

1. Âûïîëíèòü ñóììèðîâàíèå ïî σ â ïðîèçâåäåíèÿõ

γσγµγσ, γσγµγνγσ, γσγµγνγλγσ.

2. Ïóñòü pµ1 , p
µ
2 - äâà 4-âåêòîðà, îáîçíà÷åíèå (γp) = γµpµ, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåê-

ñàì ïîäðàçóìåâàåòìÿ ñóììèðîâàíèå, îïóñêàíèå èíäåêñîâ ïðîâîäèòñÿ ìåòðèêîé

Ìèíêîâñêîãî, m - ïàðàìåòð. Âû÷èñëèòü

tr
[(

(γp1) +m
)
γµ
(
(γp2) +m

)
γν
]
.

3. Ïóñòü Ĥ0 =
∑
m

εmâ
+
mâm. Âû÷èñëèòü (äëÿ áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ)

eiĤ0tâ+
me−iĤ0t, eiĤ0tâme−iĤ0t.

4. Ïðîâåñòè íîðìàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàòîðà

exp
[
αâ+ + ᾱâ

]
, α− êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

5. Íàéòè îïåðàòîð Û(α), îñóùåñòâëÿþùèé óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå îò â+, â, ïîä-

÷èíÿþùèìñÿ êàíîíè÷åñêèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì, ê îïåðàòîðàì

Â = Û−1(α)âÛ(α) = â+ α, Â+ = Û−1(α)â+Û(α) = â+ + α,

ãäå α - äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
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6. Ïóñòü â, â+ è b̂, b̂+ - äâå ïàðû áîçå-îïåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèå ìåæäó ñî-

áîé. Îïðåäåëèì ôîêîâñêîå ïðîñòðàíñòâî ñîîòíîøåíèÿìè íà âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå

â|0〉 = b̂|0〉 = 0. Íàéòè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà

Ĥ = ε1â
+â+ ε2b̂

+b̂+ g(â+b̂+ âb̂+).

7. Ïóñòü ôîêîâñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòðîåíî ïðè ïîìîùè îäíî÷àñòè÷íîãî ïîëíîãî

íàáîðà îïåðàòîðîâ èìïóëüñà p̂i, i = 1, 2, 3, çàäàííûõ íà òîðå T 3 (−L1 < x1 6

L1,−L2 < x2 6 L2,−L3 < x3 6 L3) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû (ðåëÿòèâèñòñêèå ìàññû M) ïîïàðíî âçàèìîäåéñòâóþò

ïî çàêîíó Þêàâû

U(~x, ~y) =
g2

4π

exp[−m|~x− ~y|]
|~x− ~y| .

Íàéòè ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, âûðàæåííûé ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òî-

æåíèÿ, â ïðåäåëå L1,2,3 →∞, âûïèñàòü êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå (àíòèêîì-

ìóòàöèîííûå) ñîîòíîøåíèÿ.

8. zi, i = 1, . . . , N, - êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë (ìîæíî äëÿ

N = 2) ∫ N∏
i=1

dz̄i ∧ dzi
2πi

exp
[ N∑
i,j=1

z̄iMijzj +
N∑
i=1

(z̄ifi + ḡizi)
]
,

çäåñü fi, gi, i = 1, . . . , N, - íàáîð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

9. zi, i = 1, . . . , N, - ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë (ìîæíî äëÿ

N = 2) ∫ N∏
i=1

dz̄idzi exp
[ N∑
i,j=1

z̄iMijzj +
N∑
i=1

(z̄ifi + ḡizi)
]
,

çäåñü fi, ḡi, i = 1, . . . , N, - íàáîð ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ.

10. Ïóñòü f(z̄) - àíòèãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Âû÷èñëèòü∫
dz̄ ∧ dz

2πi
f(z̄)e−z̄z+ūz,

u - êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

11. Íàéòè êàê äåéñòâóþò îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ â ãîëîìîðôíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè.
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E.

1. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ èìååò âèä

Z =
∑
n

exp
[
−βλn

]
,

çäåñü β - îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà òåðìîñòàòà, λn - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà

Ĥ−µN̂ (Ĥ, N̂ -ãàìèëüòîíèàí è îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâåííî, µ - õèìè-

÷åñêèé ïîòåíöèàë ñèñòåìû) â ôîêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå HB, ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ

ïî âñåì ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèÿì.

Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ýòîé âåëè÷èíû â ãîëîìîðôíîì ïðåäñòàâëåíèè è âû÷èñëèòü

ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ñâîáîäíûõ áîçîíîâ. Ïðîäåëàòü òî æå ñàìîå äëÿ ôåðìèî-

íîâ.

2. Äåéñòâèå òðåõ âåùåñòâåííûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé èìååò âèä

S =

∫ tf

ti

dτ

∫
dx1dx2dx3

[1

2
(∂µφ

a)∂µφa − 1

4
λ(φaφa − φ2

0)2
]
,

çäåñü λ, φ0 - ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìå-

âàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé ïîëåé

φa −→ Uabφb, Uab ∈ SO(3).

Ëîêàëèçîâàòü ýòó ñèììåòðèþ ââåäåíèåì êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé. Ñäåëàòü ïîñëåä-

íèå äèíàìè÷åñêèìè.

3. Ïîñòðîèòü ãåíåðàòîðû ãðóïïû Ïóàíêàðå äëÿ ñïèíîðíîãî ìàññèâíîãî ïîëÿ, äåé-

ñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà HF . Èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêèå àíòèêîììóòàöèîí-

íûå ñîîòíîøåíèÿ, âû÷èñëèòü àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãåíåðàòîðàìè

ãðóïïû Ïóàíêàðå.

4. Îïðåäåëèì çàðÿä êàê ïîòîê âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îõâà-

òûâàþùóþ ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó. Ïîñòðîèòü îïåðàòîð çàðÿäà äëÿ ñïèíîðíî-

ãî ïîëÿ, èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ çàðÿäà â âàêóóìíîì

ñîñòîÿíèè ôîêîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà HF . Ïîêàçàòü, ÷òî ñîñòîÿíèÿ â+
p,s|0〉, b̂+

p,s|0〉
(çäåñü â+

p,s, b̂
+
p,s - îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà, ñîîòâåòñòâåííî, |0〉
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- âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå) - ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðà çàðÿäà. Íàéòè èõ ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ìàññû, ñïèíû è çàðÿäû ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà?

5. Âû÷èñëèòü ÿäðî îïåðàòîðà ýâîëþöèè äëÿ ìàññèâíîãî âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ ñ âíåøíèì èñòî÷íèêîì J(τ, x):

S =

∫ tf

ti

dτ

∫
Md

dx1 . . . dxd

[1

2

(
∂µφ(τ, x)

)
∂µφ(τ, x)− 1

2
m2φ2(τ, x) + J(τ, x)φ(τ, x)

]
,

çäåñü Md - òîð T
d (−L1 < x1 6 L1, . . . ,−Ld < xd 6 Ld) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè.

6. Âû÷èñëèòü êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë

U(āp,s, b̄p,s; ap,s, bp,s|tf , ti) =

∫
āp,s(tf )=āp,s,ap,s(ti)=ap,s
b̄p,s(tf )=b̄p,s,bp,s(ti)=bp,s

Dψ̄Dψ

exp
[∑

p,s

(
āp,sap,s(tf )+b̄p,s(ti)bp,s

)
+i

∫ tf

ti

dτ

∫
M3

dx1dx2dx3

(
ψ̄(iγµ∂µ−m)ψ+J̄ψ+ψ̄J

)]
,

çäåñü J̄(τ, x), J(τ, x) - ãðàññìàíîâû âíåøíèå èñòî÷íèêè ãðàññìàíîâà ïîëÿ

ψ(τ, x) =
∑
p,s

√
m

εpV

(
ap,s(τ)up,se

ipx + b̄p,s(τ)vp,se
−ipx
)
,

(
γµpµ −m

)
up,s = 0,

(
γµpµ +m

)
vp,s = 0, pµ = (εp, p

i),

ūp,s1up,s2 = δs1,s2 , v̄p,s1vp,s2 = −δs1,s2 , ūp,s1vp,s2 = 0,

è, íàêîíåö,

Dψ̄Dψ =
∏
p,s

Dāp,s(τ)Dap,s(τ)Db̄p,s(τ)Dbp,s(τ).

7. Êàíîíè÷åñêè ïðîêâàíòîâàòü ñèñòåìó

S =

∫ tf

ti

dτ
[
λ(τ)gµν

(
∂0x

µ(τ)
)
∂0x

ν(τ) +
m2

λ(τ)

]
,

ãäå m - ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, gµν , µ, ν = 0, . . . , d - ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî

ñ ñèãíàòóðîé (+,−, . . . ,−), xµ(τ) - ïåðåìåííûå ìîäåëè ñî çíà÷åíèÿìè íà âñåé

äåéñòâèòåëüíîé îñè, ïåðåìåííàÿ λ(τ) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Êàêîé èçâåñòíîé êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåííàÿ ìîäåëü?
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F.

1. Âû÷èñëèòü S-ìàòðèöó êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè.

2. Âû÷èñëèòü ïåðâûé è âòîðîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé.

3. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëà äèàãðàììíîé òåõíèêè Ôåéíìàíà äëÿ êâàíòîâîé ýëåê-

òðîäèíàìèêè.

4. Âûáðàòü îäíîïåòëåâóþ äèàãðàììó êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, ñïîñîá åå ðåãó-

ëÿðèçàöèè è âû÷èñëèòü åå ðàñõîäÿùóþñÿ ÷àñòü, âîçíèêàþùóþ ïðè ñíÿòèè ðåãó-

ëÿðèçàöèè.

5. Îïðåäåëèòü êîíòð÷ëåíû â äåéñòâèè, êîòîðûå äåëàþò ðàññìîòðåííóþ äèàãðàììó

êîíå÷íîé.
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