
Ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü ìåðû Õààðà. Óøàêîâà Òàòüÿíà

0.1 Ìîòèâèðîâêà äåéñòâèé

×àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ôóíêöèÿìè, ïîñòîÿííûìè íà êëàññàõ ñîïðÿæåííîñòè - f(x) =
f(gxg−1), íàïðèìåð, õàðàêòåðàìè ïðåäñòàâëåíèé, â ÷àñòíîñòè, óñðåäíÿòü èõ ïî ãðóïïå

∫
g∈G f(g)dg.

Äëÿ ýòîãî, âî ïåðâûõ, ñòîèò ââåñòè ìåðó õààðà íà ãðóïïå, à âî âòîðûõ, ïîñêîëüêó ââåäåííàÿ ìåðà
áóäåò çàâèñåòü îò âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû, õî÷åòñÿ ïåðåéòè îò íåå èíòåãðèðîâàíèþ ïî ìíîæåñòâó
êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè, äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ðàäèàëüíàÿ ìåðà õààðà. (Ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãèþ
ñ ïåðåõîäîì îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì x,y ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò ðàäèóñà r =√
x2 + y2 ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ðàäèóñó )

0.2 Ìåðà õààðà, ïðèìåðû, GL(n)

Ìåðû íà ìíîãîîáðàçèÿõ ëîêàëüíî óñòðîåíû, êàê Ëåáåãîâû ìåðû: åñòü ëîêàëüíàÿ êàðòà, â êîòî-
ðîé ââîäÿòñÿ êîîðäèíàòû, êðîìå òîãî, åñòü ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè

ϕ(x)dx1 . . . dxn.

Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà íà ãðóïïå - òàêàÿ, ÷òî ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ñåáå, òîãäà ìåðà èíâàðè-
àíòíà, åñëè ìåðà

µ(gE) = µ(E)

äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ∈ G è ýëåìåíòà g ∈ G.
Îïðåäåëåíèå. Ôîðìà a(t) ïðàâîèíâàðèàíòíà, åñëè

(a(t), v(t)) = (a(τ), v(τ)), τ = tg,

àíàëîãè÷íî - ëåâîèíâàðèàíòíà.
Òåîðåìà. Íà ãðóïïå Ëè ðàçìåðíîñòè n ñóùåñòâóåò ðîâíî n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïðàâîèíâàðèàíò-
íûõ è ðîâíî n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ôîðì. Êîýôôèöèåíòû ýòèõ ôîðì ÿâëÿþòñÿ
àëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè íà G
Äîêàçàòåëüñòâî Çàïèøåì óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè â åäèíèöå -

(a(e), v(e)) = (a(t), v(t)),

ãðóïïà äåéñòóåò íà ñåáå, ðàçíîñÿ âåêòîðû èç åäèíèöû ïî ãðóïïå, òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ìàòðèöó
ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà ïðè ïåðåíåñåíèè

v(t) = A(t, e)v(e)

è
(a(e), v(e)) = (a(t), A(t, e)v(e)) = (a(t)AT (t, e),v(e)),

òî åñòü
a(e) = a(t)AT (t, e), a(t) = (AT (t, e))−1a(e), (1)

Ïîñêîëüêó â åäèíèöå ìîæíî îïðåäåëèòü n íåçàâèñèìûõ ôîðì, êàæäàÿ ðàçíîñèòñÿ ïî ãðóïïå óêà-
çàííûì îáðàçîì, òî ñóùåñòâóåò n èâàðèàíòíûõ ôîðì íà ãðóïïå.
Ïðèìåð. Ïóñòü

g ∈ GL(n),

dg - ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç äèôôåðåíöèàëîâ ýëåìåíòîâ g, ïîëîæèì

a(g)dg = dg · g−1.

Ïðàâûå ñäâèãè:
h = gg0, dh = dg · g0,
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îòêóäà
dh · h−1 = dg · g−1,

ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà w(g, dg) ÿâëÿåòñÿ ïðàâîèíâàðèàíòíîé. Ýëåìåíòû a(g)dg - äèôôåðåíöèàëü-
íûå ôîðìû íà G, ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñðåäè íèõ ôîðì ðàâíî n.
Òåîðåìà. Íà ãðóïïå Ëè ðàçìåðíîñòè n ñóùåñòâóåò ýëåìåíò îáüåìà, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî
ïðàâûõ (ëåâûõ) ñäâèãîâ è ïðåäñòàâèìûé â âèäå

dµ(g) = Ω(t)dt1dt2...dtn,

ãäå Ω(t) àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà ãðóïïå G, îïðåäåëÿåìàÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî äîìíîæå-
íèÿ íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü.
Äîêàçàòåëüñòâî Ýëåìåíò îáüåìà çàäàåòñÿ â åäèíè÷íîé òî÷êå ñ ïîìîùüþ ñòàðøåé ôîðìû, îíà
îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôîðì ñòåïåíè 1, êîòîðûå, êàê ïîêàçàíî âûøå, ñó-
ùåñòóþò, îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî äîìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó, ò.å. è ñòàðøàÿ ôîðìà îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî äîìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A - ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî íà ãðóïïå, ò.å. òàêîå, ÷òî èíòåãðàë

µ(A) =

∫
A

dµ(g)

ñóùåñòâóåò. Ïîëó÷åííûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ìåðîé (îáüåìîì) ìíîæåñòâà A (ìåðîé Õààðà).
Ïðèìåð. Ìåðà Õààðà íà ãðóïïå GL(n)
Ðàññìîòðèì ∫

E∈G
f(x)µL(dx)

Ïðè äåéñòâèè íà ìíîæåñòâî E ýëåìåíòîì g ýëåìåíòû x ∈ E ïåðåõîäÿò â gx ∈ gE Òîãäà äëÿ ãðóïïû
GL(N,R) ⊂Mat(N,R) äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåðû äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå∫

E

f(gx)µL(dx) =

∫
E

f(x)µL(dx), x, g ∈ GL(N,R)

Ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ ìåðà åñòü

µL(dx) = const × | detx|−Ndx

Ïðîâåðèì, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå ëåâîèíâàðèàíòíîñòè∫
f(gx)| detx|−Ndx =

∫
f(x)| detx|−Ndx

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé y = gx, òîãäà | det y| = | detg || detx| è | detx|−N = | detg |N | det y|−N .
×òîáû ïîñ÷èòàòü ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàïèøåì y êàê âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ñòîëáöîâ

y1

y2

...
yn

 ∈ Rn2

Â ýòîé çàïèñè y = gx çàïèøåòñÿ êàê
y1

y2

...
yn

 =


g

g
. . .

g




x1

x2

...
xn


Ñëåäîâàòåëüíî,

dy = |(det(g))n| dx = | det(g)|ndx
è ∫

f(gx)| detx|−Ndx =

∫
f(y)| det y|−N | detg |Ndx =

∫
f(y)| det y|−Ndy
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0.3 Ðàçëîæåíèå u = v−1γv, óòî÷íåíèå ïðî êëàññû ñìåæíîñòè è îñîáûå
òî÷êè γ

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà êëàññàõ ñîïðÿæåííîñòè òîëüêî ïî ìíîæåñòâó
êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â U(n) ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

u = v−1γv,

ãäå γ = diag(eiφ1 , ..., eiφn) - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à v ∈ U(n). Áóäåì èñêàòü ðàçëîæåíèå ìåðû
Õààðà â âèäå du = ωdvdγ, ãäå ω -ÿêîáèàí ïåðåõîäà.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà u ∈ U(n) ìàòðèöû γ è v îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî, γ - ñ
òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, v ñ òî÷íîñòüþ äî òàêèõ ìàòðèö v1, v2, ÷òî

v1γv
−1
1 = v2γv

−1
2 ,

òî åñòü ìàòðèöà w = v−12 v1 äîëæíà êîììóòèðîâàòü ñ ìàòðèöåé γ,

(wγ)ij = wijγjj = (γw)ij = γiiwij,

è çíà÷èò,
wij(γii − γjj) = 0

äëÿ âñåõ i,j. Åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû γ íå ñîâïàäàþò, òî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ìàòèöà w
- äèàãîíàëüíàÿ. Ïîñêîëüêó óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âûäåëÿåò óðàâíåíèåì

φi = φj

â ãðóïïå íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, òàêèå ýëåìåíòû èìåþò íóëåâóþ ìåðó è íå
âëèÿþò íà èíòåãðàë.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé ìàòðèöû (çà èñêëþ÷åíèåì ìàòðèö ñî ñîâïàäàþùèìè ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè) u ∈ U(n) ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó

γ = diag(eiφ1 , ..., eiφn), φ1 > φ2 > ... > φn

è ìàòðèöó v, îïðåäåëåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî äîìíîæåíèÿ ñïðàâà íà ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó

ξ ∈ Γ = {diag(λ1...λn) : |λi| = 1} ,

ïîñêîëüêó ìàòðèöà w = v−12 v1 îñóùåñòâëÿåò ïåðåõîä ìåæäó v1 è v2 ñ ïîìîùüþ äîìíîæåíèÿ ñïðàâà,
òî åñòü ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó u ∈ U(n) ïðàâûé êëàññ ñìåæíîñòè vΓ, v ∈ U(n) è
ìàòðèöó γ = diag(eiφ1 , ..., eiφn), φ1 > φ2 > ... > φn, ïðè÷åì â êàæäîì êëàññå ñìåæíîñòè îäèíàêîâîå,
íå çàâèñÿùåå îò ìàòðèöû γ, ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå

(γ, vΓ)→ u = vγv−1

0.4 Ïðèìåð - âû÷èñëåíèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ãðóïïû SU(2)

Ãðóïïà SU(2) çàäàåòñÿ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè - uu∗ = 1 è det(u) = 1. Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì

u =

(
a b
c d

)
, aa+ bb = 1, ac+ bd = 0, cc+ dd = 1

Ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî c = −λb, d = λa, ãäå |a|2 + |b2| = 1,|λ| = 1 Åñëè íàëîæèòü
äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå det(u) = 1, òî ýòî ôèêñèðóåò λ = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà ñîñòîèò èç
ìàòðèö âèäà (

a b

−b a

)
.
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Ñîáñòâåííûå çíà÷èíèÿ ìàòðèöû u íàõîäèì, èñõîäÿ èç ïðåäïîëàãàåìîãî ðàçëîæåíèÿ u = v−1γv,
òîãäà

tr(u) = tr(v−1)tr(γ)tr(v) = tr(γ) = eiφ + e−iφ = 2cosφ

è

tr(u) = tr

(
a b

−b a

)
= a+ a = 2Re(a),

ñëåäîâàòåëüíî cosφ = Re(a).
Ïåðåõîäÿ ê âåùåñòâåííûì ïåðåìåííûì a = x1 + ix2, b = x3 + ix4, x21 + x22 + x23 + x24 = 1, ïîëó÷à-
åì, ÷òî ôèêñàöèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû u ôèêñèðóåò êîîðäèíàòó x1 äëÿ u êàê òî÷êè íà
òðåõìåðíîé ñôåðå, îñòàëüíûå êîîðäèíàòû çàäàåò ìàòðèöà v.
Còàíäàðòíûì îáðàçîì âû÷èñëÿÿ ìàòðèöó v, ïðèâîäÿùóþ u ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, ìîæåì óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî îíà ìîæåò áûòü âûáðàíà ñ òî÷íîñòüþ äî äîìíîæåíèÿ ñïðàâà íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

0.5 Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü â òî÷êå
u = vγv−1,

â îêðåñòíîñòè u ýëåìåíòû èìåþò âèä

vX(t) = vetX , γH(t) = γetH ,

ãäå ýëåìåíòû X ∈ Lie(U(n)), H ∈ Lie(Γ). Òîãäà

uX,H(t,t′) = vXγHv
−1
X = vetXγet

′He−tXv−1

è â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè

uX,H(t,t′) = vγv−1 + t(vXγv−1 − vγXv−1) + t′vγHv−1 + o(
√
t2 + t′2)

è ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòü

vXγv−1 + vγHv−1 − vγXv−1 = v[Xγ − γX + γH]v−1 =

vγv−1v[γ−1Xγ −X +H]v−1 = vγv−1Adv[(Adγ−1 − id)X +H]

Ðàññìîòðèì Φ = (Adγ−1 − id)X + H â áàçèñå (X1,1, Y1,1...Xn−1,n, Yn−1,n, H1...Hn) ìàòðèö àëãåáðû
Lie(U(n)), ãäå

Xk,l = Ek,l − El,k, Yk,l = i(Ek,l + El,k), Hk = iEk,k.

Òîãäà âû÷èñëèì çíà÷åíèå Φ äëÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ:

Adγ−1(Xk,l) = γ−1k γ−1l Ek,l − γ−1l γ−1k El,k =

Re(γ−1k γ−1l )(Ek,l − El,k) + Im(γ−1k γ−1l )(Ek,l + El,k) = Re(γ−1k γ−1l )Xk,l + Im(γ−1k γ−1l )Yk,l

è àíàëîãè÷íî
Adγ−1(Yk,l) = −Im(γ−1k γ−1l )Xk,l +Re(γ−1k γ−1l )Yk,l

è, òàêèì îáðàçîì,

(Adγ−1 − id)Xk,l = (Re(γ−1k γ−1l ) + 1)Xk,l + Im(γ−1k γ−1l )Yk,l,

(Adγ−1 − id)Yk,l = −Im(γ−1k γ−1l )Xk,l + (Re(γ−1k γ−1l )− 1)Yk,l

è â óêàçàííîì áàçèñå ìàòðèöà çàìåíû êîîðäèíàò ïðèìåò âèä
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Φ =



Re(γ−11 γ−12 )− 1 Im(γ−11 γ−12 )

−Im(γ−11 γ−12 ) Re(γ−11 γ−12 )− 1
. . .

Re(γ−1n−1γ
−1
n )− 1 Im(γ−1n−1γ

−1
n )

−Im(γ−1n−1γ
−1
n ) Re(γ−1n−1γ

−1
n )− 1

1
. . .

1


è, ñëåäîâàòåëüíî,

det Φ =
∏

1≤k<l≤n

[(
Re
(
γ−1kγ

−1
l

)
− 1
)2

+ Im
(
γ−1kγ

−1
l

)2]
=

∏
1≤k<l≤n

∣∣∣γ−1kγ−1l − 1
∣∣∣2 =

∏
1≤k<l≤n

∣∣γkγ−1l − 1
∣∣2

=
∏

1≤k<l≤n

|γk − γl|2 =
∏

1≤k<l≤n

∣∣eiφk − eiφl∣∣2 = ∆∆

ãäå

∆ =
∏

1≤k<l≤n

(
eiφk − eiφl

)
Èñêîìûé ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò âèä

w = ∆∆

Èìåÿ â âèäó âûøåñêàçàííîå î v ∈ gΓ, g ∈ U(n), ïðè÷åì ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Γ íå çàâèñèò îò γ =
diag(eiφ1 , ..., eiφn), òàê æå, êàê è îïðåäåëèòåëü w, ìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå
äëÿ ìåðû ïî ÷àñòè, çàâèñÿùåé îò êëàññîâ ñìåæíîñòè, ïîëó÷èì íåíîðìèðîâàííóþ ìåðó, çàâèñÿùóþ
òîëüêî îò äèàãîíàëüíîé ÷àñòè γ

du = const×∆∆dφ1...dφn

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîðìèðîâàííîé ìåðû (òàêîé, ÷òî ìåðà âñåãî U(n) ðàâíà 1) íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü
èíòåãðèðóåìîå âûðàæåíèå íà ∫ 2π

0

· · ·
∫ 2π

0

∆∆dφ1 . . . φn

Òîãäà èíòåãðèðîâàíèå ïî ãðóïïå äëÿ ôóíêöèé êëàññîâ ïðèìåò âèä∫
U

fdu =

∫ 2π

0
. . .
∫ 2π

0
f∆∆dφ1 . . . φn∫ 2π

0
· · ·
∫ 2π

0
∆∆dφ1 . . . φn

Îïðåäåëèì, ÷åìó ðàâåí çíàìåíàòåëü ýòîãî âûðàæåíèÿ. Çàìåòèì, âñïîìíèâ îïðåäåëåíèå îïðåäåëè-
òåëÿ âàíäåðìîíäà, ÷òî ìîæåì çàïèñàòü

δ =
∏
i>j

(γi − γj) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 γ1 · · · γN−11

1 γ2 · · · γN−12
...

...
. . .

...
1 γN · · · γN−1N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑
σ∈Sn

sgnσγ0σ(1)γ
1
σ(2) . . . γ

n−1
σ(n)

Òîãäà ìîæåì âû÷èñëèòü íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü∫ 2π

0
· · ·
∫ 2π

0
∆∆dφ1 . . . φn

=
∫ 2π

0
· · ·
∫ 2π

0

∑
σ∈SN

sgn(σ)γ
N−σ(1)
1 . . . γ

N−σ(N)
N ×∑

τ∈SN
sgn(τ)γ

N−τ(1)
1 . . . γ

N−τ(N)
N

=
∫ 2π

0
· · ·
∫ 2π

0

∑
σ,τ∈SN

sgn(σ) sgn(τ)eiφ1(τ(1)−σ(1)) . . . eiφN (τ(N)−σ(N))

,
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ãäå ïåðåcòàâèëè ñóììèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå è, âñïîìíèëè, ÷òî γj = eiφj . Äàëåå ïîñêîëüêó∫ 2π

0

eiφj(k−l) = 2πδkl,

ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íåíóëåâîé âêëàä âîçíèêíåò â ñëó÷àÿõ, êîãäà σ = τ , òàêèõ ñëàãàåìûõ N!.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∫ 2π

0

· · ·
∫ 2π

0

∆∆dφ1 . . . φn = (2π)NN !

È ïîëó÷àåì èòîãîâóþ ôîðìóëó äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè ìåðû Õààðà∫
U

fdu =

∫ 2π

0
. . .
∫ 2π

0
f∆∆dφ1 . . . φn

(2π)NN !
, ∆ =

∏
1≤k<l≤n

(
eiφk − eiφl

)
0.6 Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ðàäèàëüíîé ìåðû äëÿ SU(2)

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïîëó÷åííîé ôîðìóëû âû÷èñëèì ðàäèàëüíóþ ÷àñòü ìåðû äëÿ ãðóïïû SU(2)
Ðàññìîòðèì ýëåìåíò SU(2)

u =

(
x1 + ix4 x2 + ix3
−x2 + ix3 x1 − ix4

)
Èíòåãðàë ôóíêöèè ïî ãðóïïå åñòü∫

SU(2)

fdu =

∫
f(x1, x2,x3, x4)δ(x

2
1 + x22 + x23 + x24 − 1)dx1dx2dx3dx4∫

δ(x21 + x22 + x23 + x24 − 1)dx1dx2dx3dx4

Ïàðàìåòðèçóåì êîîðäèíàòû êàê

x1 = r cos(θ) x2 = r sin(θ) cos(ψ)
x3 = r sin(θ) sin(ψ) cos(φ) x4 = r sin(θ) sin(ψ) sin(φ)

Òîãäà ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò âèä:

J =

∣∣∣∣det

(
∂(x1, x2, x3, x4)

∂(r, θ, ψ, ψ)

)∣∣∣∣ = r3 sin2(θ) sin(ψ).

Ïîñêîëüêó u ∈ SU(2), òî r2 = 1 è ïîëó÷àåì∫
SU(2)

fdu =

∫
fJδ(r2 − 1)dθdψdφ∫
Jδ(r2 − 1)dθdψdφ

=

∫
f sin2(θ) sin(ψ)dθdψdφ∫
sin2(θ) sin(ψ)dθdψdφ

=
1

2π2

∫ π,π,2π

θ,ψ,φ=0

f(θ, ψ, φ) sin2(θ) sin(ψ)dθdψdφ

Òîãäà äëÿ ôóíêöèé êëàññîâ f(θ, ψ, φ) = f(θ) èíòåãðàë ïðèíèìàåò âèä∫
SU(2)

fdu =
1

2π2

∫ π,π,2π

θ,ψ,φ=0

f(θ) sin2(θ) sin(ψ)dθdψdφ =
2

π

∫ π

0

f(θ) sin2(θ)dθ

Ñâåðÿåìñÿ ñ ïîëó÷åííîé îáùåé ôîðìóëîé:

∆ = eiθ − e−iθ = 2isin(θ), ∆∆ = 4sin2(θ)

Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü: ∫ π

0

∆∆dθ = π · 2! = 2π

è èòîãîâàÿ ôîðìóëà ∫
SU(2)

fdu =

∫ π
0
f∆∆dθ∫ π

0
∆∆dθ

=
2

π

∫ π

0

f(θ) sin2(θ)dθ

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò, íàéäåííûé ïî îáùåé ôîðìóëå, ñîâïàäàåò ñ âû÷èñëåííûì íàïðÿìóþ.
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