
1 Ïëàí Äóáíà. Òîäà 5

Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ öåïî÷êè Òîäû 2×2 Íàïèøåì ìàòðèöó Ëàêñà äëÿ öåïî÷êè

Òîäû â âèäå T (u) = ln(u)...l2(u)l1(u), ãäå lj(u) =

(
u− pj −e−xj

exj 0

)
Äëÿ ñêîáîê Ïóñîíà èìååòñÿ r-ìàòðè÷íàÿ ñòðóêòóðà

{T1(u), T2(v)} = [r12(u− v), T1(u)T2(v)] (1)

ãäå r12(u1 − u2) =
P12

(u1 − u2)
, à P12 îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè.

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ìàòðèöû Ëàêñà â ïðåäñòàâëåíèè n × n, ñêîáêà êâàäðàòè÷-
íàÿ. Îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëóäóþùåìó óñëîâèþ. Åñëè {A1(u), A2(v)} = [r12, A1(u)A2(v)] è
{B1(u), B2(v)} = [r12, B1(u)B2(v)], ïðè ýòîì {Ai(u), Bj(v)} = 0, òî {A1(u)B1, A2B2(v)} =
[r12, A1B1(u)A2B2(v)]

{A1(u)B1, A2B2(v)} = A1(u)A2(u){B1(u), B2(v)}+ {A1(u), A2(u)}B1(u)B2(v) =

= A1(u)A2(u)[r12, B1(u)B2(v)] + [r12A1(u)A2(u)]B1(u)B2(v) = [r12, A1B1(u)A2B2(v)]

Ïðîâåðèì, ÷òî {l(1)(u), l(2)(v)} = [r12, l(1)(u)l(2)(v)](òóò íèæíèé èíäåêñ îçíà÷àåò ïðîñòðàí-
ñòâî â êîòîðîì ìû äåéñòâóåì, à íå íîìåð ìàòðèöû, ïîýòîìó äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ìû âçÿëè
åãî â ñêîáêè. ÿ ìîãó íà äîñêå íàïèñàòü è ñâåðõó). Äåéñòâèòåëüíî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà

(u− p)(v − p)− (u− p)(v − p)
u− v

(v − p)e−x − (u− p)e−x

u− v
(u− p)e−x − (v − p)e−x

u− v
e−2x − e−2x

u− v
(u− p)ex − (v − p)ex

u− v
0

−1 + 1

u− v
0

(v − p)ex − (u− p)ex

u− v
1− 1

u− v
0 0

e2x − e2x

u− v
0 0 0



=


0 −e−x e−x 0
ex 0 0 0
−ex 0 0 0

0 0 0 0


×òî äåéñòâèòåëüíî îòâå÷àåò ñêîáêàì Ïóàññîíà {p, x} = 1

Êðîìå òîãî {trL(u), trL(v)} = 0. Äåéñòâèòåëüíî

{tr1Lr
1(u), tr2L

k
2(v)} = tr12[r12, L1(u)L2(v)] = 0

Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî â ñóùåñòâóåò n èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, êîììóòèðóþùèõ ñ
Ãàìèëüòîíèíàíîì (âêëþ÷àÿ åãî ñàìîãî), ÿâëÿþùèõñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïðè ñòåïåíÿõ u.
Ìîæíî âèäåòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè un−2 è ÿâëÿåòñÿ Ãàìèëüòîíèàíîì. Äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ öåïî÷êè èç äâóõ ÷àñòèö èìååì

trl2(u)l1(u) = tr

(
u− p2 −e−x2

ex2 0

)(
u− p1 −e−x1

ex1 0

)
=

= tr

(
u2 − u(p1 + p2) + p1p2 − e−x2+x1 −e−x1(u− p2)

(u− p1)ex2 −e−x1+x2

)
=

= u2 − u(p1 + p2)− (−p1p2 + ex2−x1 + ex1−x2) = u2 +Hn=2

Ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ó÷ëè, ÷òî
n∑

i=1

pi = 0. ×òî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðîñòî âûáðàëè

ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ öåíòðîì ìàññ.
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Ñïåêòðàëüíàÿ äóàëüíîñòü ïðåäñòàâëåíèé 2× 2 è n× n Âîîáùå èìååò ìåñòî áîëåå
îáùåå óòâåðæäåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàò-
ðèöû Ëàêñà L(v) ðàçìåðà n× n è ìàòðèöû Ëàêñà T (u) ðàçìåðà äâà íà äâà, à èìåííî.

v(−1)n−1 det(u− L(v)) = det(v − T (u)) (2)

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå.
Äëÿ íà÷àëà íàì íóæíî áóäåò îáåðíóòü ìàòðèöû lj äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè, à èìåí-

íî ðàññìîòðèì l′j(u) = D−1j lj(u)Dj−1, ãäå Dj = diag(e−(1/2)xi+1 , e(1/2)xi) (D0 = Dn), òîãäà
èìååì

l′(u) =

(
e(1/2)(xj+1−xj)(u− pj) −e−(1/2)(2xj−xj+1−xj+1)

1 0

)
Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèöà Ëàêñà ïåðåéäåò â T ′(u) = D−1n TDn,

òî åñòü cïåêòð ìàòðèöû íå ïîìåíÿåòñÿ.
Ïîñòðîèì ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ 2 × 2 ìàòðèöû Ëàêñà c ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì v:

θ = θ1 =

(
φ1

ψ1

)
è íà÷íåì ïîñëåäîâàòåëüíî äåéñòâîâàòü íà íåãî lj, îáîçíà÷èâ θj+1 = l′j(u)θj.

Èëè â êîîðäèíàòàõ(
φj+1

ψj+1

)
=

(
e(1/2)(xj+1−xj)(u− pj) −e−(1/2)(2xj−xj+1−xj+1)

1 0

)(
φj

ψj

)
(3)

Óñëîâèå, ÷òî θ1 ñîáñòâåííûé îçíà÷àåò, ÷òî θn+1 = vθ1 Òàêèì îáðàçîì èìååì ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà {φk}nk=1 è {ψk}nk=1:

uφj = e1/2(xj−xj+1)φj+1 + pjφj + e1/2(xj−1−xj)ψj j < n (4)

uφn = ve1/2(xn−x1)φ1 + pnφn + e1/2(xn−1−xn)ψn (5)

ψj+1 = φj j < n (6)

vψ1 = φn (7)

Âûðàçèì ψj èç ýòîé ñèñòåìû è ïîëó÷èì

uφ1 = e1/2(x1−x2)φ2 + p1φ1 + v−1e1/2(xn−x1)φn (8)

uφj = e1/2(xj−xj+1)φj+1 + pjφj + e1/2(xj−1−xj)φj−1 1 < j < n (9)

uφn = ve1/2(xn−x1)φ1 + pnφn + e1/2(xn−1−xn)φn−1 (10)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïîäîáíóþ ñèñòåìó òåïåðü ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå íî

óæå íà n-ìåðíûé âåêòîð Φn =

 φ1

...
φn

, à èìåííî:
L(v)Φn = uΦn, ãäå

L(v) =


p1 e(1/2)(x1−x2) 0 .... 0 v−1e(1/2)(xn−x1)

e(1/2)(x1−x2) p2 e(1/2)(x2−x3) ... 0 0
.... .... .... .... .... ....

ve(1/2)(xn−x1) 0 .... 0 e1/2(xn−1−xn) pn


Êîòîðàÿ è åñòü ìàòðèöà Ëàêñà äëÿ çàìêíóòîé Òîäû n× n
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Òàêèì îáðàçîì, ïî ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ìàòðèöû T (u) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèì v
ìû ïîñòðîèëè ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû L(v) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì u. Ìû ìîæåì
ïðîäåëàòü ïðîöåäóðó â îáðàòíóþ ñòîðîíó. À èìåííî ñòàðòîâàâ â Φn, ââîäÿ {ψk}nk=1 ìû

ìîæåì ïîëó÷èòü âåêòîð θ1 =

(
φ1

v−1φn

)
.

Çàìåòèì, ÷òî â (2) ìû ñ ïðàâîé è ëåâîé ñòîðîíû èìååì âûðàæåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûå ïî
u, v. Ñ ëèäèðóþùèìè ÷ëåíàìè (−1)n(vun + (−1)n−1v2) Ýòîò âèä î÷åâèäåí èç ðàçëîæåíèÿ
ìàòðèö. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ó äâóõ ýòèõ ïîëèíîìîâ ñîâïàäàþò íóëè. Äåéñòâèòåëüíî,
ïî äîêàçàííîìó íàìè âûøå, åñëè â ëåâîì âûðàæåíèè âîçíèê íîëü, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð (L(v) − u)Φn = 0, íî ïî íåìó ìû ìîæåì ïîñòðîèòü âåêòîð θ1
òàêîé, ÷òî (T (u) − v)θ = 0, à çíà÷èò è ó ïðàâîé ÷àñòè â ýòîì ìåñòå òîæå íîëü. Îáðàòíîå
àíàëîãè÷íî. Åñëè âîçíêàåò íîëü ñ êàêîé-òî êðàòíîñòüþ, òî çíà÷èò ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî
íóëåâûõ âåêòîðîâ íà îäíîé ÷àñòè è ïî íèì ìû ìîæåì ïîñòðîèòü íåñêîëüêî âåêòîðîâ íà
äðóãîé ÷àñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòíîøåíèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé áåç
ïîëþñîâ âåçäå, òî åñòü êîíñòàíòîé. Íî ìû çíàåì, ÷òî åå àñèìïòîòèêè ïî u è v ñòðåìÿòñÿ
ê åäèíèöå, à çíà÷èò âñÿ ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå.

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ Ìû õîòèì ïîñòðîèòü ïàðû ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ áû âñÿ
äèíàìèêà ðàçáèâàëàñü áû íà n îäíîìåðíûõ çàäà÷. Çàìåòèì, ÷òî ñ ýòîé öåëüþ ïîäîéäåò
ëþáàÿ òî÷êà íà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé. Òî åñòü òî÷êå (u, v) òàêîé ÷òî det(T (u) − v) = 0.
Ñòîÿùàÿ ñëåâà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò äâóõ ïåðåìåííûõ è èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ,
êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ýâîëþöèè ïî âðåìåíè. Ìû ìîæåì âêëþ÷èòü ýâîëþöèþ ïî ëþ-
áîìó èç âðåìåí è òîãäà èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ äåòåðìèíàíòà, ïîëó÷èì óðàâíåíèå,
ñâÿçûâàþùåå u̇ è v̇.

Ìû ìîæåì ïðîäåëàòü ïîäîáíóþ ïðîöåäóðó äëÿ ëþáûõ òî÷åê, íà êðèâîé, îäíàêî, íàì
áû õîòåëîñü âûáðàòü òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷àåìàÿ Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà èìåëà áû
íàèïðîñòåéøèé âèä êàê ó èìïóëüñîâ è êîîðäèíàò (èëè ýêñïîíåíò îò êîîðäèíàò)

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìàòðèöó Ëàêñà â âèäå T (u) =

(
A(u) B(u)
C(u) D(u)

)
B(u)-ïîëèíîì

ñòåïåíè n−1 ïî u. Îáîçíà÷èâ åãî íóëè uk({p}, {x}). Îíè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò {p}, {x}.
Â íàøåì ïðèìåðå ñ öåïî÷êîé äëÿ äâóõ ÷àñòèö u1 = p2 = p. Âñåãî íóëåé n−1 ÷òî ñîãëàñóåòñÿ
ñ òåì, ÷òî ìû ñêàçàëè âûøå î òîì, ÷òî ñèäèì â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ è ïîýòîìó
äîëæíû ðàññìîòðèâàòü ýôôåêòèâíî íå 2n ìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, à 2(n−1) ìåðíîå.

Â êà÷åñòâå âòîðûõ ïàð êîîðäèíàò âîçüìåì vk = D(uk). Äåéñòâèòåëüíî, â òî÷êàõ uk ìàò-
ðèöà Ëàêñà âåðõíåòðåóãîëüíàÿ, ïîýòîìó â íèõ ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ïîäîáíûì
çíà÷åíèåì, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà äåéñòâèòåëüíî ëåæèò íà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé.

Èç êâàäðàòè÷íîé r-ìàòðè÷íîé ñêîáêè ñëåäóåò, ÷òî {D(u), D(v)} = {B(u), B(v)} = 0.
Èç ïîñëåäíå ðàâåíñòâà ñëåäóåò, òàê êàê uk âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû B(u), ÷òî
{uk, ul} = 0 Êðîìå òîãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà P (u) èìåþùåãî â ñâîèõ êîýô-
ôèöèåíòàõ ôóíêöèè îò x è p è ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ F èìååòñÿ
ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

{F, P (uk)} = {F, P (u)}|u=uk
+ {F, uk}P ′(uk) (11)

ãäå P ′(uk) = ∂uP (uk)
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ðàññìîòðåòü uk êàê ñëîæíóþ ôóíê-

öèþ. P (uk) = P (uk({p}, {x}); {p}, {x}). Òîãäà, òàê êàê B(uk) = 0 ìû èìååì

0 = {D(u), B(uk)} = {A(u), B(u′)}|u′=uk
+ {D(u), uk}B′uk

Èñïîëüçóÿ êâàäðàòè÷íóþ ñêîáêó, à èìåííî {D(u), B(v)} =
D(u)B(v)−B(u)D(v)

u− v
. ïî-

ëó÷èì
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{D(u), uk} =
B(u)vk

B′(u)(u− uk)

Âîñïîëüóåìñÿ ýòèì ÷òî áû ñîñ÷èòàòü ñêîáêó {uk, vl}:

{uk, vl} = {uk, D(ul)} = {uk, D(u)}|u=ul
= −δklvk

Ãäå ìû ðàñêðûëè íåîïðåäåëåííîñòü ïî Ëîïèòàëþ.
Îñòàëîñü íàéòè {vk, vl}

{vk, vl} = D′(uk){uk, D(u)}|u=ul
+D′(ul){D(u), ul}|u=uk

= 0
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