
Íàêàæäèìà vs Ãðàññìàí via Bun

6 ìàÿ 2019 ã.

1 Ýêâèâàðèàíòíûå ðàññëîåíèÿ

Îáîçíà÷èì çà S êîìïîêòèôèêàöèþ C2. Íàñ èíòåðåñóþò P2 èëè P1 × P1.

Îïðåäåëåíèå 1. BunaN (C2) � ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ðàññëîåíèé íà S ðàíãà N ñ èíñòàíòîííûì

÷èñëîì c2 = a è òðèâèàëèçàöèåé íà "áåñêîíå÷íîñòè"(òî åñòü èçîìîðôèçì t : FS\C2 → O⊕N
S\C2).

Çàìå÷àíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî BunaN (C2) íà çàâèñèò îò S.

Áóäåì îáîçíà÷àòü (s, t) ∈ C2 è z ∈ C×. Ìû õîòèì èçó÷àòü C×-ýêâèâàðèàíòíûå ðàññëîåíèÿ íà
C2 îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ρz(s, t) = (zs, z−1t). Ãîâîðÿ ýâðèñòè÷åñêè, ýêâèâàðèàíòíûå ðàññëîåíèÿ
ðàçáèâàþòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ïî λ è µ, ãäå λ � êîõàðàêòåð äåéñòâèÿ C× â íóëå, à µ
� íà áåñêîíå÷íîñòè. Îñòàòîê ýòîé ñåêöèè ïîñâÿù¼í ñòîðîãîìó îïðåäåëåíèþ ýòèõ ñëîâ.

Îïðåäåëèì äåéñòâèå ρµ ãðóïïû C× íàBunaN (C2) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññëîåíèå F ïåðåõîäèò

â ρ∗zF ; ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå òðèâèàëèçàöèè ïîäïðàâëÿåòñÿ íà zµ.

Îïðåäåëåíèå 2. BunaN,µ(C2/C×) � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî íàïîäâèæíûõ òî÷åê BunaN (C2) îò-
íîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ρµ.

Ìû îïðåäåëèëè BunaN,µ(C2/C×) êàê ïîäìíîæåñòâî â ìíîæåñòâå âñåõ ðàññëîåíèé. Íî â íàøåé
ñèòóàöèè íà ýòèõ ðàññëîåíèÿõ àâòîìàòè÷åñêè ïîÿâëÿåòñÿ ýêâèâàðèàíòíàÿ ñòðóêòóðà.

Îïðåäåëåíèå 3. Buna,λN,µ(C2/C×) � ïîäïðîñòðàíñòâî â BunaN,µ(C2/C×) äëÿ êîòîðîãî C× äåé-

ñòâóåò ñ êîõàðàêòåðîì λ íà ñëîå â íóëå.

Çàìåòèì, ÷òî BunaN,µ(C2/C×) =
∐
λBun

a,λ
N,µ(C2/C×).

2 Òåîðåìà

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî Buna,λN,µ(C2/C×) íåïóñòî òîëüêî ïðè a = 1
2(〈λ, λ〉 − 〈µ, µ〉). Ïðè ýòîì

Mreg(v̄, w̄) = Buna,λN,µ(C2/C×) =Wλ
µ (1)

Ãäå v̄ è w̄ îïðäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. i-àÿ êîîðäèíàòà w̄ ðàâíà êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ ÷èñëà

i â µ. Êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ ÷èñëà i â λ ðàâíà wi + vi−1 + vi+1 − 2vi (cf. w − Cv).

×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó, íóæíî äîêàçàòü Buna,λN,µ(C2/C×) =Wλ
µ (ýòî ïîëó÷àåòñÿ èç êîíñòðóê-

öèåé ñêëåéêè) è Buna,λN,µ(C2/C×) =Mreg(v̄, w̄) (ýòî ñëåäóåò èç ADHM-îïèñàíèÿ).
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3 Ñêëåéêà

Íàïîìíèì, ÷òî ìû èñïîëüçóåì êîîðäèàíòû s, t íà P1 × P1.

Ëåììà 1 (êëþ÷åâàÿ). Ðàññëîåíèå F ∈ Buna,λN,µ(C2/C×) òðèâèàëüíî íà ìíîæåñòâå t 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññëîåíèå íà ïðÿìîé t = ∞ òðèâèàëüíî. Àïðèîðè, ðàññëîåíèå ìîãëî áû

ñòàòü íåòðèâèàëüíûì íà êîíå÷íîì ÷èñëå ïðÿìûõ t = ti. Íî ýòîãî íå ïðîèñõîäèò â ñèëó C×-
ýêâèâàðèíàòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü òâèâèàëèçàöèþ ñ ïðÿìîé s = ∞ íà

âñ¼ ìíîæåñòâî t 6= 0.

Îïðåäåëèì äåéñòâèå ρ̄µ íà GrGLN
ïî ôîðìóëå z (h(t)) = zµh(z−1t) (cf. îïðåäåëåíèå ρµ â Ðàç-

äåëå 1).

Ïðåäëîæåíèå 1. Buna,λN,µ(C2/C×) îïðåäåëÿåòñÿ C×-ýêâèâàðèàíòíûì îòîáðàæåíèåì f : P1 →
GrGLN

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Ëåììå 1 íàøå ðàññëîåíèå òðèâèàëèçîâàíî âíå t = 0. Îãðàíè÷èâàÿ
ðàññëîåíèå íà êàæäîå êîíêðåòíîå s äà¼ò òî÷êó àôôèííîãî ãðàñìàíèàíà. Îòîáðàæåíèå â ãðàññìà-
íèàí ãîâîðèò íàì, êàêîå íåòðèâèàëüíî ðàññëîåíèå æèâ¼ò íà t = 0 è êàê åãî ñêëåèòü ñ íàøèì.

Ïðåäëîæåíèå 2. Buna,λN,µ(C2/C×) =Wλ
µ

Ýñêèç äîêàçàòåëüñòâà. Ïî ýêâèâàðèàíòíîìó îòîáðàæåíèþ f ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷êó ãðàññìàíè-

àíà f(1). Â ñèëó ýêâèâàðèàíòíîñòè, f(s) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå s (f(1)). Óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî tµf(1) ∈ Wλ

µ .

3.1 Ïðèìåð: N = 2, a = 1

Íóæíî âçÿòü λ = (1,−1) è µ = (0, 0). Óïîìÿíóòîå âûøå îòîáðàæåíèå â GrGLN
çàäàíî ôîðìóëîé(

s−1t−1α1 + β1 α1

s−1t−1α2 + β2 α2

)
Òàê êàê µ = 0, äåéñòâèå ρ̄µ ïðîñòî äåéñòâóåò íà s è t; â ÷àñòíîñòè, íàøå îòîáðàæåíèå C×-
èíâàðèàíòíî (ñëåäîâàòåëüíî, ðàññëîåíèå C×-ýêâèâàðèàíòíî). Ïðåäåë s→∞ äà¼ò

lim
s→∞

=

(
β1 α1

β2 α2

)
, lim

s→0
=

(
t−1α1 tα̃1

t−1α2 tα̃2

)
G(O)

òî åñòü ñêëåÿííîå íàìè ðàññëîåíèå òðèâèàëèçîâàííî íà áåñêîíå÷íîñòè; â íóëå ïåðåäåë ñóùåñòâóåò

òîëüêî êàê òî÷êà àôèííîãî ãðàñìàíà, à íå êàê ìàòðèöà.

4 ADHM: ïðèìåð

Äàâàéòå îïÿòü ðàçáåð¼ì ïðèìåð N = 2, a = 1. Ïðè ýòîì λ = (1,−1); à µ = (0, 0) (òî åñòü w̄ = 2e0).

v0 + v−2 − 2v−1 = 1 (2)

2 + v−1 + v1 − 2v0 = 0 (3)

v0 + v2 − 2v1 = 1 (4)

Òîãäà v0 = 1, à âñå ïðî÷èå vi = 0. Èòàê, ó íàñ ïîëó÷èëñÿ A1-êîë÷àí, ãäå âñ¼ ñèäèò â âåñå 0.

Çàìå÷àíèå 2. Çàáàâíî, ÷òî íà ADHM-äàííûõ âîîáùå íåò íèêàêîãî äåéñòâèÿ, à íà ñëîå â íóëå è

ðàññëîåíèÿ � åñòü.

Èòàê, â òåðìèíàõ ADHM-äàííûõ x = x̄ = 0, ij = 0. Çíà÷èò ji � ýòî íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà.
Åé ìû ñîïîñòàâëÿåì 1 + t−1ji ∈ GrGL2 .
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