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Постановка задачи.
Мы будем рассматривать интегрируемость в квантовом и Классическом случае

на примере O(N) и CPN сигма моделей. Мы покажем, что классически эти модели
имеют бесконечное число интегралов движения, однако на квантовом уровне эти
законы выживают только в O(N) и нарушаются в CPN .

Когда классические законы сохранения выживают при квантовании, это пред-
полагает факторизацию S-матрицы (только попарные рассеяния) и отсутствие
рождения частиц.

Двумерные теории поля.
Классически, при наличии конформной симметрии, теория имеет бесконечное

число законов сохранения. При квантовании теории, согласно операторной алгебре,
эти законы сохранения могут нарушаться и будут возникать аномалии.

Рассмотрим двумерную теорию поля в координатах светового конуса:

s =
1

2
(x0 + x1), t =

1

2
(x0 − x1) (1)

В этих координатах сохранение тензора энергии-импульса означает, что Tµν удо-
влетворяет условиям:

∂sTtt + ∂tTst = 0, ∂tTss + ∂sTts = 0 (2)

Cлед тензора энергии импульса выражается, как T µµ = Tts = Tst и в конформной
теории поля Tts = Tst = 0, тогда сохранение тензора энергии-импульса означает:

∂sTtt = 0, ∂tTss = 0 (3)

Уравнение (3) в классическом случае дает нам бесконечное число законов сохра-
нения:

∂s(Ttt)
n = 0, ∂t(Tss)

n = 0 (4)

При квантовании конформная инвариантность нарушается и след Tµν не равен
нулю. Тогда законы сохранения (4) нарушаются, однако в некоторых теориях они
могут быть записаны в виде полных производных:

∂s(Ttt)
n = ∂sJ + ∂tK, ∂t(Tss)

n = ∂sJ̃ + ∂tK̃ (5)

Это означает модификацию законов сохранения. Теперь рассмотрим конкретные
примеры таких теорий.

O(N) сигма модель.
Рассматривается модель с действием:

S =
1

2α

∫
d2x(∂µ~n)

2, ~n = (n1, . . . , nN), ~n2 = 1 (6)
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Чтобы получить уравнения движения в этой теории введем множитель Лагранжа,
и перепишим лагранжиан в виде:

L =
1

2α

(
(∂µ~n)

2 − ω(~n2 − 1)
)

(7)

Уравнения движения:
∂µ∂µ~n+ ω~n = 0 (8)

Или в координатах светового конуса:

4~nst = −ω~n, ω = 4~ns~nt, ~nst = −(~ns · ~nt)~n (9)

Тензор энергии-импульса этой теории Ttt = ∂t~n ·∂t~n, и классически : ∂s(~nt ·~nt)n = 0
При квантовании в простейшем случае n = 2 возникнут аномалии:

∂s(~nt · ~nt)2 =
∑
i

γiAi (10)

где γi - числа, Ai некоторые локальные поля. Из соображения равенства конформ-
ной расзмерности и Лоренц-инвариантности (одинаковое количество производных
по s и t в левой и правой части) мы находим все возможные операторы A (с точ-
ностью до зануляющихя на уравнениях движения ~nst = −~n(~ns, ~nt) и из-за условия
~n2 = 1.)

A1 = (~ns, ~ntttt), A2 = (~ns, ~nt)(~nt, ~ntt), A3 = (~ns, ~ntt)(~nt, ~nt) (11)

Используя уравнения движения, можно выразить операторы A через новые опе-
раторы B, которые являются полными проиводными и имеют туже конформную
размерность и тоже число производных.

B1 = ∂s(~ntt, ~ntt), B2 = ∂t[(~ns, ~nt)(~nt, ~nt)], B3 = ∂t(~nttt, ~ns) (12)

Например:
∂t(~nttt · ~ns) = (~ntttt · ~ns) + 3(~nt · ~ntt)(~nt · ~ns) (13)

Таким образом, мы имеем закон сохранения на квантовом уровне:

∂s(~nt · ~nt)2 =
∑
i

ciBi (14)

Для O(N) доказано существование бесконечного числа интегралов движения на
квантовом уровне. В этой модели факторизуется S матрица и отсутсвует рождение
частиц.

CPN−1 сигма модель.
Для начала покажем, что CPN−1 = S2N−1/U(1). По определению:

CPN−1 = {~n ∈ (CN − 0) | ~n ∼ λ~n, λ ∈ C} (15)

Из определения мы можем зафиксировать модуль ~n = (n1, . . . , nN):

N∑
i=1

|ni|2 = 1 (16)

Это уравнение задает нам S2N−1, однако мы все еще можем домножить вектор на
фазу eiφ ∈ U(1). Тогда

CPN−1 = S2N−1/U(1) (17)
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Действие CPN−1 сигма модели записывается через метрику Фубини Штуди:

S =
1

2α

∫
d2xgij∂µφ

i∂µφj (18)

Чтобы упростить вычисления, мы будем рассматривать поля живущие на S2N−1.
Однако, аналогично случаю элетродинамики, поля эквивалентны с точностью до
калибровки ni ∼ nie

iφ. Чтобы это учесть мы должны добавить калибровочное поле
Aµ ∈ Lie U(1) = R и ковариантныю производную Dµ = ∂µ + iAµ.

Тогда действие для CPN−1:

S =
1

2α

∫
d2x

(
Dµn

∗
iDµn

i
)

(19)

Из уравнений движения для поля Aµ можно получить явное выражение для него:

Aµ =
i

2
(n∗

i∂µn
i − ni∂µn∗

i ) (20)

Уравнения движения аналогичны случаю O(N) модели.

4DsDtni = −ωni (21)

Тензор энергии - импульса Ttt = Dtn
∗
iDtn

i , Tss = Dsn
∗
iDsn

i и классически
∂s(Dtn

∗
iDtn

i)2 = 0. Аналогично на квантовом уровне возникают аномалии:

∂s(Dtn
∗
iDtn

i)2 =
∑
i

γiAi (22)

Из аналогичных соображений существует только 4 возможные A:

A1 = DtDtDtDtn
∗
iDsn

i +Dsn
∗
iDtDtDtDtn

i,

A2 = (Dtn
∗
iDtn

i)(DtDtn
∗
jDsn

i +Dsn
∗
iDtDtn

j)

A3 = (DtDtn
∗
iDtn

i)(Dtn
∗
jDsn

j) + (Dtn
∗
iDtDtn

i)(Dsn
∗
jDtn

j),

A4 = (DtDtn
∗
iDtn

i)(Dsn
∗
jDtn

j) + (Dtn
∗
iDtDtn

i)(Dtn
∗
jDsn

j)

(23)

В тоже время существую только 3 оператора B той же конформной размерности
и являющихся полными производными:

B1 = ∂s(DtDtn
∗
iDtDtn

i), B2 = ∂t[(Dtn
∗
iDtn

i)(Dtn
∗
jDsn

j +Dsn
∗
jDtn

j)],

B3 = ∂t[(DtDtDtn
∗
iDsn

i) + (Dsn
∗
iDtDtDtn

i)]
(24)

Тогда мы не можем переписать (22) в виде полных производных и закон сохранения
разрушен аномалиями.

Аналогично нарушаются остальные законы сохраниения, и интегрируемость на
квантовом уровне у CPN пропадает.

Единственное исключение - случай CP1. Окаывается, что CP1 = S3/S1 = S2 и
это означает, что наша теория является O(3) сигма моделью, которая интегрируе-
ма.

Интегрируемость общей сигма модели
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