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Введение

Современный подход к спектральной теории периодических дифференциальных и
разностных операторов был вызван успехами метода обратной задачи рассеяния. В
1967 г. Гарднер, Грин, Крускал и Миура [1] предложили метод спектрального пре-
образования как метод решения задачи Коши с быстроубывающими начальными
данными для уравнения КдФ. В последствии это привело к создание нового мето-
да математической физики — метода обратной задачи рассеяния. В 1968г. Лакс [2]
обобщил этот метод и открыл алгебраический механизм, лежащий в основе работы
Гарднера, Грина, Крускала и Миуры: уравнение КдФ эквивалентно так называемо-
му представлению Лакса. В 1971г. Захаров и Шабат [3] решили методом обратной
задачи нелинейное уравнение Шредингера. В 1973г. метод был применен сразу к
нескольким уравнениям в работе Абловица, Каупа, Ньюэлла и Сигура [4]. Есте-
ственным образом возник вопрос, как решать нелинейные уравнения подобные КдФ
для периодических начальных данных.

Схема интегрирования уравнения КдФ с быстроубывающими начальными дан-
ными сводилась к решению прямой задачи, простой эволюции спектральных данных
и решению обратной задачи для оператора Штурма–Лиувилля на прямой. Подобная
схема оказалась нереализуемой для уравнения КдФ с периодическими начальными
данными, ввиду того, что недостаточно эффективным были решены как прямая, так
и обратная задачи.

В пионерской работе Новикова [5] был выделен класс потенциалов, являющихся
аналогами многосолитонных решений в быстроубывающем случае. Задачей нахож-
дения полного и эффективного описания вещественных конечнозонных потенциалов
для одномерного оператора Штурма–Лиувилля независимо друг от друга занима-
лись Дубровин [6], Матвеев и Итс [7]. Много позже в работе [8] показано, что мно-
жество конечнозонных периодических потенциалов плотно в пространстве функций
с данным периодом. Эффективизация спектральной теории оператора Штурма–
Лиувилля (см. работы [5], [9],[10],[11], [12], [13], [14]) позволила решить периоди-
ческую задачу для уравнения КдФ. Впоследствии, полученные результаты были
расширены и на такие фундаментальные уравнения математической физики как
уравнение синус–Гордона, нелинейное уравнение Шредингера и пр.

Ключевым шагом в развитии современной спектральной теории периодических
операторов стало понимание факта (ныне кажущегося самоочевидным), что блохов-
ские функции — решения периодической задачи Штурма–Лиувилля, собственные
для оператора монодромии, — являются значениями одной функции на различных
листах некоторой римановой поверхности, которая в общем случае может не быть
гладкой и конечного рода. Вышесказанное оказалось верным и для многочисленных
примеров одномерных линейных операторов с периодическими коэффициентам. Та-
кая кривая впоследствии стала называться спектральной кривой. Роль аналитиче-
ских свойств блоховских функций на этой кривой прояснилась в работах Криче-
вера [15], [16], где была предложена алгебро–геометрическая конструкция решений
уравнений математичеcкой физики, ключевым элементом которой являлось понятие
функции Бейкера–Ахиезера.

Среди элементарных функций комплексного аргумента экспонента ez является
следующей по сложности после рациональных функций. Она аналитична в C и имеет
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существенную особенность в точке z = ∞. Если q(z) рациональная, тогда eq(z) ана-
литичная в C за исключением полюсов q(z). Клебш и Гордон придумали обобщить
функции экспоненциального типа на римановы поверхности старшего рода. В том
случае, когда род строго больше нуля, в отличии от обычных экспонент такие функ-
ции обязаны иметь полюса. Бейкер заметил, что для таких обобщений экспонент мо-
гут быть получены простые формулы в терминах тэта–функций соответствующих
римановых поверхностей. Функцией Бейкера–Ахиезера называется функция с задан-
ной экспоненциальной особенностью, единственным образом определяемая своими
аналитическими свойствами. Впервые в работе [17] было отмечено, что при некото-
рых условиях функции экпоненциального типа на гиперэллиптических поверхностях
являются собственными некоторых линейных дифференциальных операторов вто-
рого порядка. Важнейшим наблюдением Кричевера было то, что эти аналитические
свойства гарантируют, что функции Бейкера–Ахиезера являются собственными для
широкого семейства линейных операторов.

Первоначально, схема интегрирования Кричевера нелинейных уравнений с помо-
щью функции Бейкера–Ахиезера представляла собой решение обратной задачи (т.е.
по кривой и некоторому алгебро–геометрическому набору условий восстанавливал-
ся оператор), при этом без решения прямой задачи (в частности, задачи построения
спектральной кривой) оставался неясным класс общности полученных операторов.
Кроме того, было совершенно не понятно, что такое спектральная кривая в случае
двумерных периодических операторов. Связь конструкции Кричевера со спектраль-
ной теорией двумерных периодических операторов была получена в работе [18], свя-
занной с периодических нестационарным оператором Шредингера ∂y − ∂2

x + u(x, y),
где впервые было предложено понятие кривой Блоха–Флоке и предпринята попытка
построить обобщение спектральной кривой для двумерных операторов. Такая теория
оказалась значительно сложнее спектральной теории одномерных периодических
операторов, поскольку в одномерии соответствующая спектральная кривая опре-
деляется характеристическим уравнением конечномерной матрицы монодромии, а
в двумерии соответствующие операторы являются бесконечномерными и придать
смысл характеристическому уравнению — сложная и не всегда решаемая задача.

Настоящая работа состоит из двух глав, объединенных общей идеей — идеей ис-
пользования современного подхода к спектральной теории периодических операто-
ров и одного из его основных понятий — двухточечной функции Бейкера–Ахиезера
(дискретной и непрерывной).

В Главе 1 спектральная теория треугольных разностных операторов (см. [19])
применяется к построение гамильтоновой теории систем, полученных некоторой ре-
дукцией иерархии двумеризованной цепочки Тода. Так непосредственно будет ис-
пользоваться одно из основных достижений спектральной теории периодических
операторов — утверждение о том, что нелинейные уравнения, имеющие представ-
ление Лакса (см. работу [20],[21]), являются гамильтоновыми.

В 1967 Тода определил в [22] одномерную решеточную механическую систему в
физике твердого тела с экспоненциальным взаимодействием, называемую в настоя-
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щее время цепочкой Тода:{
dpi(t)
dt

= eqi−1(t)−qi(t) − eqi(t)−qi+1(t)

dqi(t)
dt

= pi(t)
,

здесь qi(t) отклонение i-ой частицы от своего положения равновесия, pi(t) ее импульс.
В работе [23] была получена пара Лакса для уравнений движения, что позволило
построить N–солитонные решения [24], первые интегралы [25],[26], метод обратной
задачи рассеяния и теорию конечнозонного интегрирования периодической задачи
[27],[28], [29]. В работе [30] были построены переменные действие–угол для периоди-
ческого случая.

Двумерный аналог уравнения цепочки Тода был предложен Михайловым (см.
[31], [32])

∂2ϕi
∂t+1 ∂t

−
1

= eϕi−ϕi+1 − eϕi−1−ϕi . (0.0.1)

Аналогично случаю уравнения Кадомцева–Петвиашвили, уравнение (0.0.1) вклю-
чается в бесконечную цепочку уравнений, называемую иерархией двумеризованной
цепочки Тода. Существует как минимум четыре подхода к описанию данной иерар-
хии.

Первоначально такая иерархия задавалась в форме системы уравнений Захарова–
Шабата 

∂L+
m

∂t+
m′
− ∂L+

m′

∂t+m
+ [L+

m, L
+
m′ ] = 0

∂L−m
∂t−
m′
− ∂L−

m′

∂t−m
+ [L−m, L

−
m′ ] = 0

∂L−m
∂t+
m′
− ∂L+

m′

∂t−m
+ [L+

m′ , L
−
m] = 0,

(0.0.2)

где

L−m = T−m +
m−1∑
j=0

aj,−i,mT
−j, L+

m =
m∑
j=1

am,−i,m T j. (0.0.3)

Если рассмотреть L+
1 = u+

0 T и L−1 = T−1 + u1, тогда из уравнений Захарова-Шабата
(0.0.2) можно получить уравнение (0.0.1), введя параметризацию u−1 (i) = ∂t−1 ϕi,

u+
0 (i) = eϕi−ϕi+1 . Хотя каждое из уравнений (0.0.2) это корректно определенная си-

стема на конечное число неизвестных функций, в совокупности вся иерархия задана
как система бесконечного числа уравнений на бесконечное число неизвестных. Зада-
ча построения алгебро–геометрических решений иерархии двумеризованной цепочки
Тода была решена в работе [33].

Иерархия двумеризованной цепочки Тода также имеет форму динамических урав-
нений (представление типа Лакса) на пространстве двух псевдоразностных опера-
торов L± (т.е. на бесконечном пространстве коэффициентов данных операторов):{

∂t+mL+ =
[
L+
m,L+

]
, ∂t−mL+ =

[
L−m,L+]

∂t+mL− =
[
L+
m,L−], ∂t−mL− = [L−m,L−],

(0.0.4)

6



где {
L− = T−1 +

∑∞
j=1 u

−
j T

j−1

L+ = u+
0 T +

∑∞
j=1 u

+
j T

1−j,
(0.0.5)

и
L−m :=

(
Lm−
)
≤0
, L+

m :=
(
Lm+
)
>0
. (0.0.6)

Здесь A≥0 и A<0 соответственно неотрицательная часть и отрицательная части псев-
додифференциального оператора A. В работе Уено и Такасаки [34] доказана экви-
валентность системы (0.0.2) уравнениям Лакса (0.0.4).

В настоящей работе предлагается использование следующего эквивалентного под-
хода к построению данной иерархии (см. [35]), а именно как к системе уравнений на
пространстве коэффициентов {ψ±(i)} набора формальных рядов вида

ψ−(i) = zi−(1 +
∞∑
s=1

ξ−s (i)zs−), ψ+(i) = z−i+ eϕi(1 +
∞∑
s=1

ξ+
s (i)zs+).

Для этого необходимо определить единственным образом операторы вида (0.0.3)
уравнениями

L−mψ−(i) = z−m− ψ−(i) +O(z)ψ−(i), L+
mψ+(i) = z−m+ ψ+(i) +O(1)ψ+(i)

и динамику на коэффициенты ξ±s (i) как{(
∂t−m − L

−
m

)
ψ− = −z−m− ψ−,

(
∂t−m − L

−
m

)
ψ+ = 0,(

∂t+m − L
+
m

)
ψ+ = −z−m+ ψ+,

(
∂t+m − L

+
m

)
ψ− = 0.

Коммутативность построенных потоков ∂t±m − L
±
m очевидна.

Стоит добавить, что кроме системы уравнений Захарова–Шабата, уравнений
Лакса (0.0.4) и подхода, используемого в работе Кричевера и Варченко, иерархия 2D
Тоды может быть переформулирована как система билинейных уравнений в форме
Хироты на одну единственную τ(s, t±)–функцию. Для τ(s, t±) имеет место формула
в терминах фермионов (см. [36],[37],[38]).

Основным типом редукций, рассматривавшихся в теории иерархии КП, явля-
ются редукции на стационарные точки одного из потоков иерархии (или линейной
комбинации таких потоков). Соответствующие инвариантные подмногообразия име-
ют конечную функциональную размерность и отвечают псевдодифференциальным
операторам, т.ч. их n–я степень является дифференциальным оператором. В случае
разностных уравнений задача поиска таких редукций становится намного труднее.
Пусть выполнено {

Lψ− = z−k−1
− ψ−

Lψ+ = z+ψ+,
(0.0.7)

где L = L−k+1 периодический оператор. Из второго условия (0.0.7) следует, что L
становится строго нижнетреугольным, и, кроме того, от уравнений (0.0.2) можно
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перейти к уравнениям Лакса [
∂t±m − L

±
m, L

]
= 0. (0.0.8)

Уравнения (0.0.8) могут рассматриваться как уравнения на пространстве Lk+1

n–периодических строго нижнетреугольных операторов L порядка k+1. А для того,
чтобы объяснить их гамильтоновость, необходимо дать определения спектральной
кривой и дискретной двухточечной функции Бейкера–Ахиезера. Ограничим строго
нижнетреугольный периодический оператор L порядка k+1 на пространство квази-
периодических решений, т.е. L(w) := L|{ψ|wψi+n=ψi}. Тогда существуют два формаль-
ных ряда ψ±, т.ч.

Лемма 0.0.1. [54] Для любого оператор L(w) , т.ч. n и k + 1 взаимно просты,
существует единственный ряд

E(z−) = z−k−1
−

(
1 +

∞∑
s=1

esz
s
−

)
, (0.0.9)

т.ч. уравнение L(w)ψ− = Eψ− имеет единственное решение вида

ψ−(i) = zi−
(
1 +

∞∑
s=1

ξ−s (i)zs−
)
, ξ−s (i) = ξ−s (i+ n), ξ−s (0) = 0.

Лемма 0.0.2. [54] Уравнение L(w)ψ+ = Eψ+ имеет единственное формальное ре-
шение вида

ψ+(i) = eϕiz−i+

(
1 +

∞∑
s=1

ξ+
s (i)zs+

)
, a

(1)
i = eϕi−ϕi−1 , ξ+

s (0) = 0.

Каждой точке спектральной кривой Γ (имеющей две отмеченные точки p±), задаю-
щейся уравнением

det(E − L(w)) = wk+1 − En +
∑

i>0,j≥0,ni+(k+1)j<n(k+1)

rijw
iEj = 0,

можно сопоставить собственный вектор ψ(p) =
(
ψ1, ψ2, . . . , ψn

)t для L(w). Поведение
в точках p± дается в двух предыдущих леммах, и можно доказать, что число полю-
сов блоховского вектора ψ(p), где p = (w,E) ∈ Γ равно роду кривой Γ, тем самым,
отметим, что ψ(p) является в сущности двухточечной функцией Бейкера–Ахиезера.
Кроме того, очевидно, что значения ψ(p) в отмеченных точках p± есть частный слу-
чай ψ± и, следовательно, по ψ можно построить операторы L±m. Отсюда слеует, что
система (0.0.8) есть конечномерная система на пространстве Lk+1 n–периодических
строго нижнетреугольных операторов порядка k + 1, если (n, k + 1) = 1.

Гамильтоново понимание природы нелинейных уравнений (в частности КдФ),
имеющих представление Лакса, возникло позже метода обратной задачи рассеяния.
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В работе [39] Захарова—Фаддеева 1971 года было доказано, что КдФ это гамиль-
тонова система. Многим позже Магри [40] в работе 1978 года показал, что КдФ
гамильтоново с другим гамильтонианом и другой скобкой Пуассона. Так возникло
понимание, что уравнения могут быть би—гамильтоновыми. Это замечательно тем,
что позволяет строить некоторой процедурой интегралы движения, находящиеся в
инволюции.

Cледуя работам Кричевера и Фонга (см. [20] и [21]) на пространстве периодиче-
ских операторов, отождествленном с фазовым пространством системы, существует
семейство два–форм

ω(i) = −1

2

∑
α

respαE
−i〈ψ+(w) δL(w) ∧ δψ(w)〉 dΩ, i ∈ N. (0.0.10)

Cумма в последней формуле берется по таким точкам pα на соответствующей спек-
тральной кривой Γ, где правая часть имеет полюс a–priori : 1) в отмеченных точках
p±, где функция Бейкера–Ахиезера и ей двойственная имеют полюса; 2) в нулях
p`, ` = 1, . . . , k функции E = E(p), где w = w(p) не зануляется, т.е. E(p`) = 0,
при w(p`) 6= 0. В силу общих принципов (см. [21]), подстановка векторного поля,
заданного уравнением Лакса, в эти формы есть точная форма. В том случае, ко-
гда формы невырождены, это означает, что уравнения гамильтоновы. До появления
работ Кричевера и Фонга данное утверждение непосредственным образом проверя-
лось для каждого уравнения, кроме того переменные действие–угол вычислялись не
эффективным громоздким образом. Вместе с тем реализация этой схемы это слож-
ная техническая задача, решение которой зависит от исходного вида пространства
операторов.

Используя приведенную выше схему, мы докажем, что векторные поля ∂t±m , опре-
деленные уравненями Лакса (0.0.8) на пространстве Lk+1, и ограниченные на неко-
торые подмногообразия Λc

i , i = 0, 1 являются гамильтоновыми по отношению к фор-
мам ω(i) и явным образом вычислим гамильтонианы. Подмногообразия Λc

i , i = 0, 1
определяются следующими Леммами

Лемма 0.0.3. Форма ω(0) невырождена на подмногообразии

Λc
0 := {L| es(L) = cs, s = 1, . . . k}

Здесь es из Леммы 0.0.1, cs константы.

Лемма 0.0.4. Форма ω(1) невырождена на подмногообразии

Λc
1 := {L| ri, 0(L) = ci, 1 = 1, . . . k},

где c = (c1, . . . , ck) константы, ri, 0(L) = ri, 0 коэффициенты detL(w) = wk+1 +∑k
i=1 ri, 0w

i.

Дополнительно изучается вопрос поиска координат, в которых формы ω(i), i =
1, 2 принимают локальный вид, поскольку естественные координаты (коэффициенты
оператора) на пространстве Lk+1 таковыми не являются (см. Теорему 1.1.2 и Лемму
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1.1.9). Кроме того, рассматривается вопрос написания симплектической структуры
на пространстве суперпериодических строго нижнетреугольных операторов Ek+1,n

порядка k + 1 (а именно, случая k = 1). Здесь Ek+1,n пространство n–периодических
операторов порядка k+1, действующих на функцию дискретного аргумента по пра-
вилу

L′ψ′i = ψ′i−k−1 + akiψ
′
i−k + . . . a1

iψ
′
i−1, a

j
i+n = aji (0.0.11)

и таких, что все решения задачи Lψ′i ≡ −ψ′i являются n–(анти)периодическими
функциями, т.е.

ψ′i+n = (−1)n+kψ′i. (0.0.12)

Пространство Ek+1,n естественным образом возникает в теории кластерных алгебр
(см. [41]), теории представлений (см. [42]) и теории пентаграммного отображения
(см. [43], [44]). Для последнего ранее установлено, что оно сохраняет некоторую
естественную структуру пуассонова многообразия на пространстве n–периодических
нижнетреугольных операторов порядка 3, и построен полный набор интегралов дви-
жения в инволюции, так же доказана алгебро-геометрическая интегрируемость пен-
таграммного отображения.

Глава 2 посвящена построению спектральной теории двумерного периодическо-
го оператора Шредингера и обобщению хорошо известной конструкции Веселова–
Новикова.

Исторически, для двумерного оператора Шредингера первоначально решалась
обратная задача восстановления оператора по алгебро–геометрическим данным, а
потом уже строилась спектральная теория. В работе [45] Дубровин, Кричевер и Но-
виков предложили конструкцию, позволяющую строить двумерный оператор Шре-
дингера с магнитным полем

(i∂x + A1(x, y))2 + (i∂y + A2(x, y))2 + u(x, y). (0.0.13)

Так по неособой алгебраической кривой T рода g, двум точкам P±, локальным пара-
метрам k−1

± в окрестностях P±, дивизору D степени g общего положения, строилась
двухточечная функция Бейкера–Ахиезера с заданными экспоненциальными особен-
ностями в P±, являющаяся собственной на нулевом уровне энергии для оператора
(0.0.13). Стоит отметить, полученное магнитное поле имело нулевой поток.

В двух работах Веселова и Новикова 1984 года (см. [46], [47]) указаны условия
на алгебро–геометрические данные предыдущей конструкции, выделяющие потен-
циальные операторы Шредингера

H = −∆ + u(x, y), ∆ = ∂2
x + ∂2

y . (0.0.14)

Было доказано, что если кроме условий работы [45] выполняются условия: 1) на-
личия на T инволюции σ cо свойством σ(P±) = P±; 2) преобразования локальных
координат по правилу k−1

± (σ(p)) = −k−1
± (p); 3) существования дифференциала dΩ

с нулями в дивизоре D + σ(D) и простыми полюсами в точках P±, тогда опера-
тор вида (0.0.14) однозначно восстанавливается по этому алгебро–геометричеcкому
набору данных и потенциал имеет вид второй логарифмической производной тэта–
функции многообразия Прима накрытия T → T0 = T /σ. Достаточное условие
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того, что u(x, y) вещественный потенциал, — наличие антиинволюции τ, коммути-
рующей с σ, и т.ч. τ(P±) = P∓, τ

∗(k−1
± ) = k̄−1

∓ , τ(D) = D. Кроме того, имеют место
два типа условий на спектральные данные, отвечающие за неособость u(x, y) : 1) T
должна быть M–кривой, причем для g + 1 неподвижных овалов выполнялось бы
свойство σ(aj+g0) = ãj, j = 1, g0, g0 = род T /σ; 2) антиинволюция στ разделяю-
щего типа, и дифференциал dΩ положителен на неподвижных овалах относительно
некоторой зафиксированной ориентации. В работах Натанзона [48], [49], [50] с помо-
щью формул Веселова–Новикова выделяются вещественные торы, не пересекающие
θ–дивизор (что означает несингулярность и вещественность потенциала). Отметим,
что приведенные выше условия вещественности и несингулярности являются двумя
крайними случаями того, что предложено Натанзоном.

Значение условий Веселова–Новикова прояснилась при решении прямой спек-
тральной задачи в работе [51].

Определение 0.0.1. Если H — двумерный дифференциальный оператор с перио-
дическими коэффициентами, тогда функция Блоха–Флоке φ — решение уравнения

Hφ(x, y, p) = λφ, (0.0.15)

при сдвиге на период преобразующееся как{
φ(x+ 2π`1, y) = w1φ(x, y)

φ(x, y + 2π`2) = w2φ(x, y),
(0.0.16)

где 2π`1, 2π`2 — периоды, w1, w2 — так называемые блоховские множители.

Определение 0.0.2. Комплексной кривой Ферми двумерного периодического опе-
ратора H, соответстсвующей уровню энергии λ, называется риманова поверхность
ΓFλ (H), параметризующая решения Блоха–Флоке.

Определение 0.0.3. Множество пар (w1, w2) ∈ (C∗)2, для которых существует
нетривиальное решение Блоха–Флоке уравнения (0.0.15) с соответствующими бло-
ховскими множителями, называется множеством Блоха–Флоке (обозначается как
ΓBFλ (H)).

Отметим, что кривая Ферми является частичной нормализацией кривой Блоха–
Флоке, т.е. существует голоморфное вне сингулярных точек множества Блоха–Флоке
отображение кривой Ферми в множество Блоха–Флоке. Для потенциалов общего
положения понятия ферми-кривой и спектральной кривой Блоха-Флоке совпадают.
Для операторов определенного вида: ∆+ . . . , ∂y−∂2

x+ . . . (здесь многоточием обозна-
чены младшие члены по производным) из теоремы Келдыша Таймановым доказано,
что имеет место аналитическое соотношение R(λ,w1, w2) = 0 (см. историю вопроса
в [51] и [52]). К сожалению, такой подход не дает описания кривой, потому особую
важность имеет конструктивый подход работы [51], позволяющий в том числе уста-
новить некоторые конкретные ее свойства.

Опишем этот подход: 1) потенциал u(x, y) представляется в виде суммы посто-
янныого члена λ и некоторого возмущения v(x, y), т.е. u(x, y) = −λ + v(x, y); 2) с
помошью теории возмущений строится формально блоховское решение из решений
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невозмущенного уравнения; 3) доказывается сходимость в областях, в последствии
склеивающихся в глобальную риманову поверхность; 4) доказывается изоморфность
полученной кривой и кривой Ферми. В том случае, когда построенная кривая имеет
конечный род, то соответствующий периодический потенциал называется конечно-
зонным. На спектральной кривой в силу самосопряженности оператора Шредингера
в общем случае существует голоморфная инволюция σ

σ : (w1, w2)→ (w−1
1 , w−1

2 )

и, если потенциал вещественный, антиголоморфная инволюция τ

τ : (w1, w2)→ (w̄1, w̄2),

коммутирующая с σ : στ = τσ, оставляющая инвариантным дивизор полюсов Бло-
ховского решения. Кроме того, если потенциал конечнозонный, то существуют две
отмеченные точки P±, неподвижные относительно σ, в окрестности которых фор-
мально блоховское решение имеет разложение двухточечной функции
Бейкера–Ахиезера. Таким образом, полученные в работе [51] результаты дают необ-
ходимость условий Веселова–Новикова.

Спектральная теория двумерного периодического оператора Шредингера до на-
стоящего дня построена не в полной мере. В отличии от нестационарного оператора
Шредингера ∂y − ∂2

x + u(x, y) c гладким вещественным периодическим потенциалом
спектральная кривая для H с гладким и вещественным периодическим потенциалом
может иметь особые точки. Вопросы для периодического оператора (0.0.14) о типах
особенностей остаются открытыми.

Цель Главы 2 настоящей диссертаци — прояснить некоторые вопросы спектраль-
ной теории двумерного оператора Шредингера. В случае, когда λ < 0 (случай поло-
жительных потенциалов), приведена конструкция, позволяющая упростить описа-
ние кривой Ферми в терминах некоторого набора данных P (см. Определение 2.1.2).
Показано, что спектральная кривая двумерного оператора Шредингера, соответ-
ствующая положительным потенциалам, является M–кривой относительно антиин-
волюции τ ввиду того, что антиголоморфная инволюция τσ не имеет неподвижных
точек. Кроме того установлено, что полюса блоховской функции расположены по од-
ному на каждом из неподвижных овалов τ. Отметим, что таким образом спектраль-
ная кривая двумерного периодического оператора Шредингера с положительным
потенциалом необходимо и достаточно является M–кривой. Показано, что приве-
денная конструкция остается топологически устойчивой при деформации потенциа-
ла u(x, y), оставляющей потенциал положительным, до момента прохождения точки
спектра, т.е. когда кривая становится сингулярной. Одним из важнейших резуль-
татов данной работы является обобщенная конструкция Веселова–Новикова, поз-
воляющая строить такие операторы, для которых нулевой уровень — собственный
уровень периодической задачи.

Обратная задача никогда не решается при помощи сингулярной кривой (как бы-
ло сказано выше, кривая Ферми может быть сингулярной). Вместо этого функция
Бейкера–Ахиезера определяется на ее нормализации. В отличии от обычной кон-
струкции Веселова–Новикова, в предложенной в Главе 2 обобщенной конструкции
Веселова–Новикова используется кривая с инволюцией, имеющей n + 1–пару непо-
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движных точек (P±, p
1
±, . . . p

n
±) для произвольного n > 0. В этом случае функция

Бейкера–Ахиезера определяется дивизором полюсов степени g + n, аналитическим
поведением в окрестности „бесконечностей“ и дополнительно n условиями „склей-
ки“ в точках pi±. В работе найдены формулы для функции Бейкера–Ахиезера и
соответсвующего потенциала двумерного потенциального оператора Шредингера в
терминах подходящей тэта–функции Прима.

Приведен пример обобщенной конструкции Веселова–Новикова для случая ги-
перэллиптических кривых. Выбрав специальным образом разбиение точек ветвле-
ния на пары, можно добиться того, что матрица Прима Π это удвоенная матрица
b–периодов Π = 2B. Тогда формулы для значений функции Бейкера–Ахиезера в
точках склейки будут иметь крайне простой вид. Кроме того, построенные таким
образом операторы Шредингера будут иметь n собственных функций. А ввиду то-
го, что гиперэллиптическая кривая обладает свойством существования функции с
полюсом порядка 2 в одной точке, получен определенный тип условий самосогла-
сования. Стоит пояснить, что суть условий самосогласования в некоторой, не обя-
зательно квадратичной зависимости потенциала от решения уравнения, следующей
из существования на кривой мероморфной функции с некотором набором условий
на полюса. Кроме того, доказано, что система уравнений Шредингера, связанная с
этим условием самосогласования, является Лагранжевой, т.е. приведен явный вид
для Лагранжиана, для которого уравнения Эйлера–Лагранжа будут совпадать с ис-
ходными уравнениями.
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Список основных результатов

Теорема 0.0.1. [60] Векторное поле ∂t±m, определенное уравнением Лакса (0.0.8)
и ограниченное на подмногообразие Λc

i является гамильтоновым для i = 0, 1 по
отношении к формам ω̂(i) = ω(i)

∣∣
Λci

с гамильтонианами

H
(0)

t−m
= resp−z

−m
− E(z−) d ln z− = em+k+1 (0.0.17)

H
(1)

t−m
= resp−z

−m
− lnE(z−) d ln z (0.0.18)

где E(z−) ряд (0.0.9) с коэффициентами, определенными в Лемме 0.0.1, и

H
(i)

t+m
=

1

n
res0E

−m−i lnw(E)dE, i = 0, 1 (0.0.19)

и w(E) определен в (1.1.8)

Вышесказанные результаты относятся к случаю, когда L строго нижнетреугольный
оператор произвольного порядка. В случае нижнетреугольной динамики

∂t−mL = [L,L−m], (0.0.20)

если ввести обозначения (L−1 ψ)i = viψi + ψi−1, (Lψ)i = a1
iψi−1 + . . .+ akiψi−k + ψi−k−1

и vi = ∂t−1 ϕi, уравнения (0.0.23) эквивалентны системе уравнений
∂t−1 a

1
i = a1

i (vi − vi−j)
∂t−1 a

j
i = aji (vi − vi−j) + aj−1

i−1 − a
j−1
i , j = 2, k

aki−1 − aki = vi−k−1 − vi.
(0.0.21)

на функции aji . В частности, если L имеет порядок 2, то уравнение (0.0.21) прини-
мают простую форму

∂t−1 ϕi−1 − ∂t−1 ϕi+1 = eϕi−ϕi−1 − eϕi+1−ϕi , (0.0.22)

и верна теорема

Теорема 0.0.2. [60] Пусть L2 = {aiT−1 + T−2 | ai+n = ai} пространство периоди-
ческих разностных строго нижнетреугольных операторов порядка 2.

1. Уравнение ∂t−1 L = [L,L−1 ] на пространстве L2, ограниченном на Λc
0, является

гамильтоновым по отношению к симплектической форме ω̂(0) = 〈dxi∧dxi−1〉,
где ai = xi − xi−2 + e1, c соответствующим гамильтонианом

H
(0)
∂
t−1

=
1

n
〈x2

i (xi−1 − xi+1)〉+
e1

n
〈xi(xi+1 − xi)〉.

2. Уравнение ∂t−1 L = [L,L−1 ] на пространстве L2, ограниченном на Λc
1, является

гамильтоновым по отношению к симплектической форме ω̂(1) = 〈dϕi∧dϕi+1〉,
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где ai = eϕi−ϕi−1 , c соответствующим гамильтонианом

H1
∂
t−1

= 〈eϕi−ϕi−1〉.

Теорема 0.0.3. [60] Уравнение ∂t−1 L = [L,L−1 ] в случае k = 2 на пространстве L3,
ограниченном на Λc

0, является гамильтоновым по отношению к симплектической
форме

ω̂(0) = 〈 dyi ∧ (dxi−1 − dxi+2) + d(xi−1xi−2) ∧ dxi + e1dxi ∧ dxi−1〉,

c соответствующим гамильтонианом

H
(0)
∂
t−1

=
1

n
〈 yi−1(yi − yi−3)〉+

1

n
〈xixi−1xi−2(xi−1 − xi)〉+

e1

n
〈(x2

i (xi−1 − xi+1)〉

+
e2

n
〈xi−1(xi − xi−1)〉+

1

n
〈yi(x2

i+2 − x2
i−1 − xi+2xi+1 + xi−2xi−1

)
〉.

Теорема 0.0.4. [60] Уравнение

∂t−mL = [L,L−m], (0.0.23)

ограниченное на листы с зафиксированным w`, являются гамильтоновыми по от-
ношению к форме

ω(1) =
1

2
〈dϕi−1 ∧ dϕi〉 − 〈(−1)(i−1)keϕi−1

k∑
j=1

da
(j)
i ∧ |φi−2, . . . , φi−k, dφi−j|〉, (0.0.24)

где φ`i = ψi(p`) значения функции Бейкера–Ахиезера в прообразах E = 0 там,
где w 6= 0, p` = (w`, 0), a

(j)
i = (−1)ik+1eϕi |φi−1, . . . , φi−j+1, φi−k−1, φi−j−1, . . . , φi−k|, и

e−ϕi := (−1)ik|φi−1, . . . , . . . , φi−k|. Соответствующий гамильтониан равен

H1
∂
t−1

= 〈a(k)
i 〉

Для частного случая верхнетреугольной динамики доказано

Теорема 0.0.5. [60] Уравнение

∂t+1 L = [L,L+
1 ], (0.0.25)

ограниченное на листы с зафиксированным w`, являются гамильтоновыми по от-
ношению к форме (0.0.24). Соответствующие гамильтониан

H∂
t+1

=
1

n
resE=0 lnw(E)E−2dE = w1 = −〈a(2)

i eϕi−2−ϕi〉,

где w1 первый коэффициент разложения функции w в окрестности точки p+.

Теорема 0.0.6. [61] Для любого вещественного положительного периодического
потенциала u(x, y) > 0, аналитически продолжимого в окрестность вещественных
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x, y, блоховские решения уравнения (−∆ + λ+ v)φ̃ = 0 параметризуются точками
римановой поверхности Γ(P) для некоторого допустимого набора P (см. Определе-
ние 2.1.2). Соответствующая функция φ̃ мероморфна и имеет по одному простому
полюсу на каждом из циклов as.

Теорема 0.0.7. [61] Функция Бейкера–Ахиезера двумерного оператора Шредингера
имеет вид

φ(x, y, p) =
θ(A(p) + zU+ + z̄U− + Z|Π)θ(Z|Π)

θ(zU+ + z̄U− + Z|Π)θ(A(p) + Z|Π)
ezΩ+(p)+z̄Ω−(p), (0.0.26)

где координаты векторов U+, U− ∈ Cg0+n даются формулой

U j
± =

1

2πi

∮
bj

dΩ±

При этом

Z = −
g+n∑
s=1

A(γs) +K,

где K постоянный вектор.

Теорема 0.0.8. [61] Функция Бейкера-Ахиезера φ, заданная формулой (0.0.26), где
Z произвольный вектор общего положения, удовлетворяет двумерному уравнению
Шредингера Hφ = 0 с потенциалом

u(x, y) = −2∆ ln θ(zU+ + z̄U− + Z|Π) + E, E := 4
dΩ−

d(k−1
+ )

(P+).

Если для некоторых целочисленных векторов N1, N2 и M1,M2 имеют место равен-
ства

2π`1(U+ + U−) = Na + ΠN b, 2πi`2(U+ − U−) = Ma + ΠM b

то функция u(x, y) является (2π`1, 2π`2)-периодической, а значения функции
Бейкера–Ахиезера в точках pi± φi := φ(x, y, p±i ) являются собственными для опера-
тора −∆ + u(x, y) в пространстве (анти)периодических функций.

Теорема 0.0.9. [61] Предположим, что T является M-кривой, антиголоморфная
инволюция которой имеет неподвижные овалы a0, a1, . . . , ag0+n, ã1, . . . ãg0 на кото-
рые голоморфная инволюция действует как

σ(ai) = ãi, σ(bi) = b̃i, i = 1, . . . , g0

и
σ(ai′) = −ai′ , σ(bi′) = −bi′ , i′ = g0 + 1, g0 + n.

Предположим также, что pi± ∈ ag0+i. Тогда, если точки γs допустимого дивизора
D степени g+n лежат по одной на каждом из овалов a1 . . . , ag0 , ã1 . . . ãg0 и по одной
в каждом из сегментов ag0+i, на которые этот овал разбивается парой точек pi±,
то соответствующий потенциал является вещественным и неособым.
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Теорема 0.0.10. [61] Предположим, что антиинволюция στ имеет разделяющий
тип, т.е. что дополнение к ее неподвижным овалам состоит из двух несвязных
областей T ±,

στ(T +) = T −.

Если при этом pi± ∈ T ±, а дифференциал dΩ, определяющий допустимый диви-
зор D положителен на данных неподвижных овалах относительно ориентации,
индуцированной областью T +, и, кроме того, если

resp+i dΩ < 0,

то соответствующий потенциал оператора Шредингера является вещественным
и неособым.
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Глава 1

Спектральная теория периодических
строго нижнетреугольных
разностных операторов и ее
приложения

1.1 Пространство строго нижнетреугольных перио-
дических разностных операторов

Настоящий раздел Главы 1 посвящен спектральной теории периодических разност-
ных строго нижнетреугольных операторов. Во-первых, мы напомним, как по тако-
му оператору построить спектральную кривую, функцию Бейкера–Ахиезера, двой-
ственную функцию Бейкера–Ахиезера, мероморфный дифференциал на это кри-
вой. Во-вторых, на пространстве таких операторов рассмотрим семейство 2–форм
Кричевера–Фонга и укажем подмногообразия, на которых часть этих форм стано-
вятся невырожденными. Укажем координаты Дарбу и координаты, в которых плот-
ности форм становятся локальными выражениями координат.

1.1.1 Спектральная кривая

Рассмотрим строго нижнетреугольный n–периодический оператор L порядка k + 1,
действующий на функцию ψ дискретного ургумента i

Lψi =
(
T−k−1 +

k∑
j=1

a
(j)
i T−j

)
ψi = ψi−k−1 +

k∑
j=1

ajiψi−j, (1.1.1)

коэффициенты которого удовлетворяют условию периодичности

a
(j)
i = a

(j)
i+n. (1.1.2)

Здесь T−1 стандартный оператор сдвига дискретного аргумента, т.е.

T−1ψi = ψi−1.
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Пространство таких операторов в дальнейшем будем обозначать Lk+1. Центральное
место в спектральной теории разностных операторов занимает понятие спектраль-
ной кривой.

Определение 1.1.1. Спектральная кривая n–периодического разностного опера-
тора L (в дальнейшем будет обозначаться как Γ) — кривая, точки которой (E,w)
параметризуют решения уравнения

Lψ = Eψ, (1.1.3)

со свойством квазипериодичности

T−nψ = wψ. (1.1.4)

Найдем явный вид Γ.Пусть L (E) линейное пространство решений уравнения (1.1.3),
имеющее размерность, равную порядку оператора L. Оператор монодромии сохра-
няет L (E) и, следовательно, определяет конечномерный оператор T−n(E) на нем.
Пары комплексных чисел (w,E), для которых существует общее решение уравнений
(1.1.3) и (1.1.4) определяются характеристическим уравнением:

R(w,E) = det
(
w · 1− T−n(E)

)
= 0.

Полином R(w,E) может быть получен другим способом, а именно, как характери-
стический полином конечномерного оператора L(w), являющегося ограничением L
на пространство T (w) := {ψ | wψi+n = ψi}:

R(w,E) = det
(
E · 1− L(w)

)
= 0, L(w) := L

∣∣
T (w)

. (1.1.5)

Оператор L(w) в подходящем базисе можно записать в виде матрицы

0 0 0 0 0 w wa
(k)
0 . . . wa

(2)
0 wa

(1)
0

a
(1)
1 0 0 0 . . . 0 w wa

(k)
1 . . . wa

(3)
1 wa

(2)
1

a
(2)
2 a

(1)
2 0 . . . 0 0 0 w . . . wa

(3)
2

... . . . . . . . . .
...

0 . . . 0 1 a
(k)
n−2 . . . a

(2)
n−2 a

(1)
n−2 0 0

0 0 . . . 0 1 a
(k)
n−1 . . . a

(2)
n−1 a

(1)
n−1 0.


В работе [19] было отмечено, что соответствующий характеристический полином
равен

R(w,E) = wk+1 − En +
∑

i>0,j≥0, ni+(k+1)j<n(k+1)

rijw
iEj = 0, (1.1.6)

где r1,0 =
∏n

i=1 a
1
i 6= 0. Если n и k + 1 взаимно просты, тогда афинная кривая, опре-

деленная уравнением (1.1.6) в C2, компактифицируется одной точкой p−. В этой
точке функции w(p) и E(p), естественным образом определенные на Γ, имеют полюс
порядка n и k + 1 соответственно. Пусть z− — локальная координата в окрестно-
сти точки p−, такая, что w = z−n− . Тогда разложение в ряд Лорана функции E в
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окретности точки p− есть

E(z−) = z−k−1
−

(
1 +

∞∑
s=1

esz
s
−

)
, w = z−n− . (1.1.7)

Особая форма уравнения (1.1.6) позволяет выделить другую отмеченную точку p+

на Γ, являющуюся прообразом E = 0 с w = 0. В этой точке у E = E(p) простой
ноль, а у w = w(p) ноль порядка n

w =
1

r1, 0

En

(
1 +

∞∑
s=1

wsE
s

)
. (1.1.8)

В ситуации общего положения кривая Γ гладкая рода g = n(k−1)
2

.

1.1.2 Решения Блоха–Флоке

Уравнение (1.1.6) — условие на собственное значение E, при котором существует
собственный вектор для L(w). Каждой точке p = (w,E) ∈ Γ можно сопоставить
собственный вектор ψ(p) длины n для L(w)

(L(w)− E)ψ = 0, p = (w,E) ∈ Γ,

где
ψ(p) =

(
ψ1, ψ2, . . . , ψn

)T
.

Заметим, что собственный вектор определен с точностью до константы. Выбирем
условие нормировки

ψ0(p) = 1, ∀p ∈ Γ,

или, что тоже самое, ψn(p) = w−1. Аналитические свойства компонент собственного
вектора в окрестности точек p± даются следующими двумя Леммами. Также ниже
будут приведены их доказательства, детали которых необходимы в дальнейшем:

Лемма 1.1.1. [19] Для любого оператор L(w) вида (1.1.1), порядок и период которо-
го взаимно просты, существует единственный формальный ряд E(z−) вида (1.1.7),
такой что уравнение L(w)ψ− = Eψ− имеет единственно формальное решение вида

ψ−(i) = zi−
(
1 +

∞∑
s=1

ξ−s (i)zs−
)
. (1.1.9)

с периодическими коэффициентами ξ−s (i) = ξ−s (i + n), нормированными условием
ξ−s (0) = 0.

Доказательство. Подстановка (1.1.9) и (1.1.7) в уравнение Lψ = Eψ приводит к
системе разностных уравнений на неизвестные константы es и неизвестные функции
ξ−s (i) дискретной переменной i. Первое из этих уравнений есть

e1 + ξ−1 (i)− ξ−1 (i− k − 1) = a
(k)
i . (1.1.10)
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Условие периодичности для функций ξ−1 единственным образом определяет коэф-
фициент

e1 = n−1

n∑
i=1

a
(k)
i (1.1.11)

и редуцирует разностное уравнения (1.1.10) порядка k + 1 к уравнению порядка 1:

mes + ξ−1 (i)− ξ−1 (i− 1) =
m−1∑
j=0

a
(k)
i−j(k+1) , (1.1.12)

где m целое число 1 ≤ m < n, такое что m(k + 1) = 1 (mod n). Уравнение (1.1.12)
и начальное условие ξ−1 (0) = 0 единственным образом определяют ξ−1 (i). Для произ-
вольного s уравнение, определяющее es и ξ−s имеет вид:

es + ξ−s (i)− ξ−s (i− k − 1) = Qs(e1, . . . , es−1; ξ1, . . . , ξs−1, a
(j)
i ) (1.1.13)

где Qs линейная функция по es′ , ξs′ , s′ < s, и полиномиальная по a(j)
i . Аргументы,

приведенные ранее, позволяют сделать вывод, что оно имеет единственное периоди-
ческое решение.

Лемма 1.1.2. [19] Уравнение L(w)ψ+ = Eψ+ имеет единственное формальное ре-
шение вида

ψ+(i) = eϕiE−i
(
1 +

∞∑
s=1

ξ+
s (i)Es

)
, a

(1)
i = eϕi−ϕi−1 , (1.1.14)

с условием нормировки ξ+
s (0) = 0.

Доказательство. Подстановка (1.1.14) в (1.1.3) определяет систему неоднородных
разностных уравнений первого порядка на неизвестные коэффициенты ξ+

s . Для s = 1

ξ+
1 (i)− ξ+

1 (i− 1) = eϕi−2−ϕia
(2)
i (1.1.15)

Для произвольного s уравнения принимают аналогичный вид

ξ+
s (i)− ξ+

s (i− 1) = e−ϕiqs(ξ
+
1 , . . . , ξ

+
s−1, a

(j)
i ) , (1.1.16)

которые вместе с начальными условиями рекуррентно определяют ξ+
s (i) для всех

i.

Следующая лемма позволяет сделать вывод о количестве полюсов собственного век-
тора ψ(p) :

Лемма 1.1.3. Число полюсов блоховского вектора ψ(p), p = (w,E) ∈ Γ, равно роду
кривой Γ, не считаю полюсa в точке p+.
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Доказательство. Доказательство стандартно и основано на том, что нужно рас-
смотреть хорошо определенную функцию комплексного аргумента d(E), являющу-
юся квадратом определителя матрицы D(E) :

d(E) =
(
det D(E)

)2

,

где

D(E) =


1 1 . . . 1 1

ψ1(p0) ψ1(p1) . . . ψ1(pk−1) ψ1(pk)
. . . . . . . . . . . . . . .

ψk(p0) ψk(p1) . . . ψk(pk−1) ψk(pk)

 .

Подведем итоги. Из сказанного выше следует, что компоненты вектора ψ(p), p ∈ Γ,
рассматриваемые как функции на спектральной кривой, имеют нуль порядка i в
точке p− и полюс порядка i в точке p+. Кроме того, ψi(p) имеет g полюсов γ1, . . . γg.
Все эти аналитические свойства позволяют рассматривать ψi(p) как двухточечную
дискретную функцию Бейкера–Ахиезера.

Аналогично Леммам 1.1.1,1.1.2,1.1.3 и можно доказать следующие утверждения о
левом собственном векторе ψ+, который по-другому называется двойственной функ-
цией Бейкера–Ахиезера:

Лемма 1.1.4. Для любого оператор L(w) вида (1.1.1), порядок и период которого
взаимно просты, и формального ряда E(z−), определенного Леммой 1.1.1, существу-
ет единственное формальное решение ψ+ уравнения

ψ+
−L(w) = Eψ+

− (1.1.17)

вида

ψ+
−(i) = z−i−

(
1 +

∞∑
s=1

χ−s (i)zs−
)
. (1.1.18)

с периодическими коэффициентами χ−s (i) = χ−s (i + n), нормированными условием
χ−s (0) = 0.

Лемма 1.1.5. Уравнение ψ+
+L(w) = Eψ+

+ имеет единственное формальное решение
ψ+ c компонентами вида

ψ+
+(i) = e−ϕiEi

(
1 +

∞∑
s=1

χ+
s (i)Es

)
, (1.1.19)

с условием нормировки χ+
s (0) = 0 .

Лемма 1.1.6. Число полюсов блоховского вектора ψ+(p), p = (w,E) ∈ Γ равно роду
кривой Γ, не считая полюсa в точке p+.
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1.1.3 Дифференциал dΩ

Целью Параграфа 1.1.3 является получение формул для мероморфного дифферен-
циала dΩ, имеющего простые полюса в точках p+ и p− c вычетами +1 и −1 соот-
ветсвенно и нули в полюсах ψ(p) и ψ+(p).

Предположим, что коэффициенты оператора n-периодичны. Следуя схеме рабо-
ты [53], рассмотрим дифференциал dψ по отношению к спектральному параметру.
Он удовлетворяет неоднородному линейному уравнению

(L− E) dψ = dEψ, (1.1.20)

которое получается дифференцированием уравнения (1.1.3). Дифференцируя (1.1.4),
получаем, что dψ удовлетворяет соотношению

wdψi + dwψi = dψi−n (1.1.21)

Обозначим среднее функции fi на интервале l+1 ≤ i ≤ l+n через 〈f〉l := 1
n

∑l+n
i=l+1 fi,

а в случае n-периодических функций, когда это среднее не зависит от l, будем для
краткости обозначать его через 〈f〉. Из (1.1.20) следует, что

E〈ψ+ dψ〉l + dE 〈ψ+ψ〉 = 〈ψ+(Ldψ)〉l =
k+1∑
j=1

l+n∑
i=l+1

a
(j)
i ψ+

i dψi−j. (1.1.22)

Из уравнения на двойственную функцию (1.1.17) получаем

E〈ψ+ dψ〉l =
k+1∑
j=1

l+n∑
i=l+1

a
(j)
i+jψ

+
i+jdψi =

k+1∑
j=1

l+n+j∑
i=l+1+j

a
(j)
i ψ+

i dψi−j. (1.1.23)

Подставляя (1.1.23) из (1.1.22) и используя (1.1.21), имеем

dE 〈ψ+ψ〉 =
dw

nw

k+1∑
j=1

l+j∑
i=l+1

a
(j)
i ψ+

i ψi−j. (1.1.24)

Заметим, что левая часть (1.1.24) не зависит от l. Следовательно, правая часть также
независима от l. Усредняя по l, получаем равенство

dE 〈ψ+ψ〉 =
dw

nw
〈ψ+(L(1)ψ)〉 (1.1.25)

где

L(1) :=
k+1∑
j=1

ja
(j )
i T−j. (1.1.26)

есть разностный аналог первого потомка дифференциального оператора. Из (1.1.25)
следует, что нули dw совпадают с нулями мероморфной функции 〈ψ+ψ〉, а нули dE
с нулями 〈ψ+(L(1)ψ)〉. Следовательно,
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Лемма 1.1.7. Дифференциал

dΩ :=
dw

nw〈ψ+ψ〉
=

dE

〈ψ+(L(1)ψ)〉
. (1.1.27)

голоморфен вне отмеченных точек p±, имеет нули в полюсах ψ и ψ+, а в точках
p± имеет простые полюса с вычетами ±1.

Примеры В случае k = 1, т.е. когда оператор порядка два, дифференциал dΩ
записывается как

dΩ =
dE

〈a(1)
i ψ+

i ψi−1 + 2ψ+
i ψi−2〉

=
dw

nw〈ψ+ψ〉
, (1.1.28)

а для k = 2, т.е. оператор порядка три, как

dΩ =
dE

〈a(1)
i ψ+

i ψi−1 + 2a
(2)
i ψ+

i ψi−2 + 3ψ+
i ψi−3〉

=
dw

nw〈ψ+ψ〉
. (1.1.29)

1.1.4 2–формы на пространстве периодических строго
нижнетреугольных операторов

Следуя работам [20],[21], введем на пространстве n–периодических операторов Lk+1

семейство два–форм

ω(i) = −1

2

∑
α

respαE
−i〈ψ+(w) δL ∧ δψ(w)〉 dΩ, i ∈ N. (1.1.30)

Для произвольной функции F на пространстве операторов определим соответству-
ющую вариацию δF (L) (к примеру, функция Бейкера–Ахиезера с фиксированным
значением w и нормировкой является такой функцией); для оператора L−k+1 опреде-
ление δ следующее

δ =
n∑
i=1

k∑
j=1

∂

∂aji
δaji ,

где частные производные взяты при фиксированном значении w. Cумма в формуле
(1.1.30) берется по таким точкам pα на соответствующей спектральной кривой Γ, где
выражение в правой части формулы (1.1.30) имеет полюс a priori : 1) в отмеченных
точках p±, где функция Бейкера–Ахиезера и ей двойственная имеют полюса; 2) в ну-
лях p`, ` = 1, . . . , k функции E = E(p), где w = w(p) не зануляется, т.е. E(p`) = 0, при
w(p`) 6= 0. A priori не известно, является ли форма ω(i) замкнутой и вырожденой на
пространстве всех n–периодических строго нижнетреугольных операторов порядка
k+1. После ограничения на некоторые подмногообразия, которые будут определены
ниже, форма становится замкнутой. К сожалению, лишь формы ω(0) и ω(1) невырож-
дены на соответствующих подмногообразиях. Таким образом, мы покажем, что на
пространстве операторов L существует две симплектические структуры.
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1.1.4.1 Независимость от нормировки для ω(i)

2–формы вида (1.1.30) на пространстве операторов вида Lk+1 c периодическими
коэффициентами включают в себя левые и правые собственные векторы для L(w),
определенные с точностью до нормировочного множителя. Таким образом, нужно
дополнительно потребовать независимость ω(i) от нормировки:

Лемма 1.1.8. Ограничение формы ω(i), заданной формулой (1.1.30), на подмного-
образие пространства операторов, на котором дифференциал E−iδE(w) d lnw голо-
морфен в окрестности точек pα, не зависит от нормировки.

Доказательство. Из работ [20],[21] следует, что условия, определяющие симплекти-
ческие листы в каждой из пуассоновых сруктур, эквивалентны тому, что форма ω(i)

не зависит от выбора нормировки блоховской собственной функции ψ. Изменение
нормировки эквивалентно преобразованию

ψi → ψih, ψ
+
i → ψ+

i h
−1,

где h = h(w) скалярная функция. Под действием такого преобразования форма ω(i)

преобразуется следующим образом

ω(i) → ω(i) − 1

2

∑
α

respαE
−i〈ψ+(w) δLψ(w)〉 ∧ δ lnh dΩ (1.1.31)

Следовательно, форма ω(i) не зависит от нормировки, когда последний член в (1.1.31)
голоморфен в окрестности точек pα.Для того, чтобы завершить доказательство Лем-
мы, воспользуемся уравнением

(L− E)δψ(w) = −(δL− δE(w))ψ

и определением левого собственного вектора

〈ψ+(δL− δE)ψ〉 = 〈ψ+(E − L)δψ〉 = 0. (1.1.32)

Следствие 1. Для произвольного набора констант c = (c1, . . . , ck) определим Λc
0,

как подмногообразие операторов L таких, что

Λc
0 := {L| es(L) = cs, s = 1, . . . k} (1.1.33)

где es = es(L) коэффициенты разложения (1.1.7). Тогда Форма ω(0), ограниченная
на подмногообразие Λc

0, не зависит от нормировки.

Доказательство. В случае i = 0 для того, чтобы форма ω(0) не зависила от нор-
мировки, и соответственно была замкнутой, необходимо, чтобы форма δE(w)d lnw
была голоморфной. Рассмотрим форму Ed lnw : в точке p+ у нее ноль, следователь-
но она имеет полюс в p−, и вычет равный нулю. Таким образом, ek+1 = 0. В точке
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p+ форма δd lnw без особенностей, а в точке p− у нее имеется полюс порядка k + 2
c нулевым вычетом.

Следствие 2. Пусть

Λc
1 := {L| ri, 0(L) = ci, 1 = 1, . . . k} (1.1.34)

где c = (c1, . . . , ck) константы, ri, 0(L) = ri, 0 коэффициенты многочлена detL(w) =

wk+1 +
∑k

i=1 ri, 0w
i. Тогда Форма ω(1), ограниченная на подмногообразие Λc

1, не зави-
сит от нормировки.

Доказательство. Форма E−1δE(w)d lnw голоморфна в окрестности отмеченной точ-
ки p−. Она голоморфна в точке p+ , если голоморфна в точках p`, ` = 1 . . . , k по-
скольку сумма ее вычетов равняется нулю. Используя цепное правило, получаем,
что вариация E(w) при фиксированном w связана с вариацией w(E) при фиксиро-
ванном E формулой δE(w) dw + δw(E) dE = 0. Следовательно, если выполняется
уравнение δw(p`) = 0, тогда δ lnE(w) d lnw голоморфен в p` (прообразы E = 0, где
w 6= 0) . Последнее имеет место на Λc

1.

Замечание 1.1.1. Для i > 1 подмногообразие Λc
i на котором ограничение ω(i) не

зависит от нормировки, описывается системой
i(k + 1)− 1 уравнений:

Λc
i := {L ∈ Λc

i |w`,s = c`,s, s = 1, . . . , i; ws = cs, s = 2, . . . , i} (1.1.35)

где w`,s есть коэффициенты разложения

w =
∞∑
s=0

w`,sE
s (1.1.36)

функции w в прообразах p` на Γ точки E = 0, в котором w(p`) 6= 0; ws это ко-
эффициенты разложения функции w в p+ и ci,s, cs константы. Следовательно, Λc

i

имеет размерность (n− 1)k − i + 1. Напомним, что размерность семейства кри-
вых Γ, заданных уравнениями вида (1.1.6) равна k(n+1)

2
(число коэффициентов rij).

Для общих значений коэффициентов rij кривая Γ гладкая кривая рода g = k(n−1)
2

.
Поэтому, соответствие

L→ (Γ, γ1, . . . , γg),

ограниченное на Λc
i , отождествляет последнее с тотальным пространством Яко-

биевых расслоений над пространством соответствующих спектральных кривых.
Для i > 1 размерность слоя больше , чем размерность базы. Следовательно, форма
ω(i), ограниченная на Λc

i вырождена для i > 1.
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1.1.4.2 Координаты Дарбу, переменные действие–угол и невырожден-
ность

Предъявим координаты Дарбу ограничения формы ω(i) на подмногообразие Λc
i (в

дальнейшем будем обозначать ω̂(i)), т.е.

ω̂(i) := ω(i)|Λci . (1.1.37)

Теорема 1.1.1. Пусть γ1, . . . , γg полюса функции Бeйкера–Ахиезера. Имеет место
равенство

ω̂(i) =
1

n

g∑
s=1

E−i(γs)δE(γs) ∧ δ lnw(γs), i = 1, 2. (1.1.38)

Доказательство. Идея доказательство формулы (1.1.38) является весьма общей и
не опирается на особый вид L. Мы будем следовать доказательству Леммы 5.1 в
работе [55] (также см. [56]).

1. Дифференциал, вычеты которого определяют ω(i) по формуле (1.1.30), являет-
ся мероморфным дифференциалом на спектральной кривой Γ. Поэтому, сумма
его вычетов в точках pα равняется со знаком минус сумме вычетов в оставших-
ся точках. У дифференциала имеются полюса двух типов. Первый из них это
полюса γs функции ψ. В общем положении эти полюса простые. Заметим, что
δψ имеет полюс второго порядка в γs. Принимая во внимание, что дифферен-
циал dΩ равен нулю в γs, получаем

resγsE
−i〈ψ+ δL ∧ δψ〉 dΩ =

E−i〈ψ+δLψ〉
n〈ψ+ψ〉

(γs) ∧ δ lnw(γs) = (1.1.39)

=
1

n
E−i(γs)δE(γs) ∧ δ lnw(γs).

Последнее равенство следует из (1.1.32), представляющего собой не более чем
стандартную формулу для вариации собственного значения оператора.

2. Вторым типом полюсов дифференциала в правой части (1.1.30) является мно-
жество нулей qj дифференциала dw. Действительно, в окрестности qj локаль-
ной координатой на спектральной кривой является

√
w − w(qj) (в общем по-

ложении, когда ноль простой). Для вариации ряда Тейлора ψ по координате
имеем

δψ = −dψ
dw

δw(qj) +O(1). (1.1.40)

Поэтому, δψ имеет простой полюс в qj. Тем же способом получаем, что

δE = −dE
dw

δw(qj). (1.1.41)

Из равенств (1.1.40) и (1.1.41) следует

res qjE
−i〈ψ+δL ∧ δψ〉 dΩ = resqj

E−i〈ψ+δLdψ〉
n〈ψ+ψ〉

∧ δEd lnw

dE
(1.1.42)
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Из кососимметричности внешнего произведения следует что в (1.1.42) можно
заменить δL на (δL−δE). Тогда, используя тождества ψ∗(δL−δE) = δψ∗(E−L)
и (E − L)dψ = −dEψ, получаем

resqjE
−i〈ψ+δL ∧ δψ〉dΩ = −resqj

E−i〈δψ+ψ〉
n〈ψ+ψ〉

∧ δEd lnw = (1.1.43)

= resqj
E−i〈ψ+δψ〉
n〈ψ+ψ〉

∧ δEd lnw ,

где в последнем равенстве использовалось тождество 〈ψ+ψ〉(qj) = 0 (которое
следует, как уже было замечено, из (1.1.25)). По определению подмногообразия,
на котором ω(i) не зависит от нормировки (см. лемму 1.1.8), форма в правой
части (1.1.43) не имеет полюсов в точках pα. Кроме полюсов в qi, она имеет
полюса только в γs. Поэтому, после ограничения на такое подмногообразие,
получаем равенство

∑
j

resqj
E−i〈ψ+δψ〉
n〈ψ+ψ〉

∧ δEd lnw = −
∑
s

resγs
E−i〈ψ+δψ〉
n〈ψ+ψ〉

∧ δEd lnw = (1.1.44)

=
1

n

∑
s

E−i(γs)δE(γs) ∧ δ lnw(γs).

Равенство (1.1.38) является прямым следствием уравнений (1.1.39),(1.1.43), (1.1.44).

Замечание 1.1.2. Из (1.1.38) видно, что ω̂i замкнута и невырождена, т.е. сим-
плектическая.

1.1.4.3 Специальные системы координат

В этом параграфе найдем подходящую систему координат, в которой формы ω(0) и
ω(1) имели бы локальные плотности.

Определение 1.1.2. 2–форма ω имеет локальные плотности, если найдется такая
система координат xji , что

ω =
∑

f
(j1,j2)
i1,i2

dx
(j1)
i1
∧ dx(j2)

i2
,

где сумма взята по множеству всех индексов, т.ч. |i1 − i2| < d1 для некоторого d1,
не зависящего от периода n оператора, и предполагается, что коэффициенты f

(j1,j2)
i1,i2

являются функциями параметров x(j2)
i2
, таких что |i1 − i2| < d2 для некоторого не

зависящего от n числа d2.

Замечание 1.1.3. В естественных координатах aji формы ω(0) и ω(1) не имеют
локальных плотностей.
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Лемма 1.1.9. В координатах {ξ−s (i), es} , s = 1, k, где ξ−s (i) коэффициенты разло-
жения в формуле (1.1.9), es из (1.1.7) форма ω(0) имеет локальные плотности.

Доказательство. Действительно, форма ω(0) из (1.1.30)

ω(0) = −1

2
resp−〈ψ∗δL ∧ δψ〉d ln z−

представляет собой среднее по i некоторого выражения, зависящего от ξ−s (i− j), j =
0 . . . k, и от первых (k − 1) коэффициентов разложения в p− функции

ψ∗i :=
ψ+
i

〈ψ+ψ〉
, (1.1.45)

где ψ+ двойственная функция Бейкера–Ахиезера. Причем, для ψ∗ выполняется

resp−ψ
∗
iψi−jd ln z− = δ0,j, (1.1.46)

и выражения для этих коэффициентов в терминах ξ−s (i) локальны.

Замечание 1.1.4. Формулы (1.1.10) и (1.1.13) для s = 1, . . . k могут быть рас-
смотрены как определение отображения

{ξ−s (i), es} 7−→ {a(j)
i }, (1.1.47)

где функции ξ−s (i) определены с точностью до общего сдвига ξ−s (i) → ξ−s (i) + ci.
Этот сдвиг можно зафиксировать условием нормировки ξ−s (0) = 0.

Наша следующая цель — найти такие координаты, в которых ω(1) имеет локаль-
ные плотности. Пусть Φ = {φ`i} матрица размера k × n ранга k, i = 1, n, ` = 1, k.
Определим отношение эквивалентности на таких матрицах: две матрицы Φ ∼ Φ′

эквивалентны, если Φ′ = Φλ, где λ = diag(λ1, . . . , λk). Пространство классов эквива-
лентности [Φ] := (Φ/ ∼) есть множество (упорядоченных) наборов из k различных
точек в n− 1 мерном проективном пространстве, [φ`] ∈ Pn−1. Рассмотрим простран-
ство пар {[Φ],W}, где W = {w1, . . . , wk} множество ненулевых чисел, w` 6= 0. Сим-
метрическая группа Sk действует на пространстве таких пар перестановками строк
матрицы Φ и координат вектора W . Определим отображение из соответствующего
фактор-пространства в пространство n-периодических операторов L вида (1.1.1):

{[Φ],W}/Sk 7−→ L. (1.1.48)

Если набор ненулевых чиселW = {w1, . . . , wk} фиксирован, то произвольная (k×n)-
матрицы Φ может быть расширена до единственной (k×∞)-матрицы φ`i , i ∈ Z такой,
что выполнено соотношение φ`i−n = w`φ

`
i . Имея такое расширение, можно единствен-

ным образом определить L вида (1.1.1), т.ч. для произвольного ` последовательность
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φ` = {φ`i} является решением уравнения

Lφ` = 0 ⇔
k∑
j=1

a
(j)
i φ`i−j = −φ`i−k−1. (1.1.49)

Действительно, для фиксированного i уравнения (1.1.49) — система k неоднородных
линейных уравнений на неизвестные коэффициенты L. Используя правило Крамера,
получаем, что

a
(j)
i = −|φi−1, . . . , φi−j+1, φi−k−1, φi−j−1, . . . , φi−k|

|φi−1, . . . , φi−j+1, φi−j , φi−j−1, . . . , φi−k|
, (1.1.50)

где φi - k-мерный вектор с координатами φi := {φ`i}, и |V1, . . . , Vk| := det
(
V `
i

)
для

произвольного множества V1, . . . , Vk k-мерных векторов. Поскольку a1
i = eϕi−ϕi−1 и

выполняется уравнение (1.1.50) c j = 1, то можно представить a1
i в виде

a
(j)
i = (−1)ik+1eϕi |φi−1, . . . , φi−j+1, φi−k−1, φi−j−1, . . . , φi−k|, (1.1.51)

где
e−ϕi := (−1)ik|φi−1, . . . , . . . , φi−k|. (1.1.52)

Следующая Лемма говорит нам о том, как записывается левый собственный вектор
в терминах φi

Лемма 1.1.10. Имеют место равенства

r`ψ
+
i (p`) =

(−1)`+k det Φ̂`,k
i−2

|φi−2, . . . , φi−k−1|
(1.1.53)

где r` := resp`E
−1dΩ и Φ̂i есть (k× k) матрица со столбцами (φi, . . . , φi−k+1), и Φ̂`,k

i

получается из Φ̂i удалением `-ой строки и последнего столбца.

Доказательство. По определению dΩ, дифференциал ψ+
i ψi−jE

−1dΩ голоморфен вне
точек p± и точек p`, где E зануляется. Для 2 ≤ j ≤ k он голоморфен в p±. Следова-
тельно, сумма его вычетов в p` равняется нулю:

k∑
`=1

resp` ψ
+
i ψi−jE

−1dΩ =
∑
`

r`ψ
+
i (p`)φ

`
i−j = 0, j = 2, . . . , k (1.1.54)

Дифференциал ψ+
i ψi−jE

−1dΩ голоморфен в p− и имеет простой полюс в p+ с вычетом
−1. Тогда ∑

l

resp`ψ
+
i ψi−k−1E

−1dΩ =
∑
`

r`ψ
+
i (p`)φ

`
i−k−1 = 1. (1.1.55)

Уравнения (1.1.54) и (1.1.55) представляют собой систему линейных уравнений на
неизвестные r`ψi(p`). Из правила Крамера следует (1.1.53).
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Теорема 1.1.2. Отображение (1.1.48), определенное формулами (1.1.52, 1.1.51),
является взаимно-однозначным соответствием между открытыми областями.
При этом, форма ω(1) имеет вид

ω(1) =
1

2
〈dϕi−1 ∧ dϕi〉 − 〈(−1)(i−1)keϕi−1

k∑
j=1

da
(j)
i ∧ |φi−2, . . . , φi−k, dφi−j|〉, (1.1.56)

где aji даются формулой (1.1.51), а ϕi формулой (1.1.52).

Доказательство.

1. Правая часть (1.1.50) симметрична по отношению к перестановкам строк мат-
риц в числителе и знаменателе. Следовательно, отображение (1.1.48) хорошо
определено на области, где знаменатель не обращается в ноль. Обратное отоб-
ражение определено отождествлением w` с ненулевыми корнями многочлена
R(w, 0) = detL(w) из (1.1.5). Другими словами, w` представляет собой зна-
чение функции w(p) на спектральной кривой Γ оператора L в одном из про-
образов E = 0, i.e. p` : (w`, 0) ∈ Γ. Из этого отождествления следует, что φi
есть ничто иное, как значение функции Бейкера–Ахиезера в p`, т.е. φ`i = ψi(p`).
Следовательно, первое утверждение теоремы доказано.

2. Форма ω(1) представляет собой сумму вычетов выражения

−1

2

k∑
j=1

〈δaji ∧ ψ∗i δψi−j〉E−1d lnw

в точках p± и p`, ` = 1, k. Заметим, что в точке p− вычет равен нулю. В точке
p+

−1

2
resp+

k∑
j=1

〈δaji ∧ ψ∗i δψi−j〉E−1d lnw = −1

2
〈δa1

i ζ
+
0 (i) ∧ δξ+

0 (i− 1)〉,

где ζ+
0 (i) и ξ+

0 (i) старшие коэффициенты разложения ψ∗i и ψi в окрестности
точки p+. Поскольку resp+ψ∗iψid lnE = 1, то ζ+

0 (i) = e−ϕi и

−1

2
resp+

k∑
j=1

〈δaji ∧ ψ∗i δψi−j〉E−1d lnw =
1

2
〈δϕi−1 ∧ δϕi〉,

где было использовано a1
i = eϕi−ϕi−1 . Далее, выражение для ψ+ в терминах φ`i

дается Леммой 1.1.10. Заметим, что при последовательном умножении правой
части (1.1.53) на dφ`i−j и суммированием по `, можно отождествить последнее
с разложением определителя по последнему столбцу, т.е.

−1

2

k∑
`=1

r`ψ
+
i (p`)dφ

`
i−j = −1

2

|φi−2, . . . , φi−k, dφi−j|
|φi−2, . . . , φi−k−1|

= (1.1.57)

=
(−1)k(i−1)+1

2
|φi−2, . . . , φi−k, dφi−j|eϕi−1
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Из всего вышесказанного следует второе утверждение теоремы.

1.1.5 Суперпериодический случай

В этом параграфе мы обратимся к некоторым фактам спектральной теории суперпе-
риодических операторов из [19], используя которые, найдем симплектическую струк-
туру на пространстве суперпериодических разностных операторов.

Определение 1.1.3. Пространство n–периодических операторов порядка k+1, дей-
ствующих на функцию дискретного аргумента по правилу

L′ψ′i = ψ′i−k−1 + akiψ
′
i−k + . . . a1

iψ
′
i−1, a

j
i+n = aji (1.1.58)

и таких, что все решения задачи Lψ′i ≡ −ψ′i являются n–(анти)периодическими
функциями, т.е.

ψ′i+n = (−1)n+kψ′i (1.1.59)

будем называть пространством суперпериодических разностных операторов поряд-
ка k + 1 с периодом n и обозначать как Ek+1,n.

Спектральная кривая суперпериодического оператора L′ ∈ Ek+1,n (в дальнейшем бу-
дем обозначать ее Γ(L′)) не является гладкой кривой. В самом деле, на кривой Γ(L′)
существует точка

(
w(E0), E0

)
=
(
(−1)n+k,−1

)
=: p0, в которой все листы накрытия

E : Γ(L′) → C пересекаются трансверсально. Определим Σk+1,n(L′) как простран-
ство алгебраических кривых Γ̂(L′), т.ч. отображение нормализации π : Γ̂(L′)→ Γ(L′)
разрешает особенность в точке p0 (т.е. π взаимнооднозначное отображение за исклю-
чением k + 1 точек pj ∈ Γ̂(L′), являющихся прообразами точки p0, т.е. π(pj) = p0).
Кривую Γ̂(L′) можно охарактеризовать следующим образом

1. На Γ̂(L′) существует мероморфная функция w, имеющая ноль порядка n в
точке p+ и полюс порядка n в точке p−;

2. На Γ̂(L′) существует мероморфная функция E, имеющая единственный полюс
порядка k+ 1 в точке p−, и т.ч. функция E+ 1 имеет различные нули в точках
pj, а функция w − (−1)n+k также зануяется, т.е.

w(pj) = (−1)n+k, E(pj) = −1, j = 1, k + 1. (1.1.60)

Введем обозначение ψ̂ = π∗(ψ′), т.е. ψ̂ – прообраз Блоховской функции ψ при отоб-
ражении нормализации π.

Теорема 1.1.3. ([19]) Для открытого множества операторов L′ ∈ Ek+1,n блохов-
ское решение ψ̂′ уравнения L′ψ̂′ = Eψ̂′ параметризуется точками p гладкой алгеб-
раической кривой Γ̂(L′) ∈ Σk+1,n. Кроме того, функция ψ̂′i(p) является функцией
Бейкера-Ахиезера.
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Рассмотрим модифицированную версию формы Кричевера–Фонга (1.1.30) на про-
странстве Ek+1,n

ω̃ = −1

2

∑
pα

respα〈ψ̂′+δL′ ∧ dψ̂′〉
dΩ

(E + 1)
, (1.1.61)

где суммирование идет по точкам

pα ∈ {p±, pj ∈ Γ̂(L′), j ∈ 1, k + 1}.

Аналогично случаю формы, определенной формулой (1.1.30), подмногообразия, на
которых ω̃ не зависит от нормировки, определяется условием голоморфности диффе-
ренциала δE(w)

E+1
d lnw в окрестности точек pj, j ∈ 1, k + 1 (см. Лемму 1.1.8). Заметим,

что условия голоморфности в точках p± нет в силу того, что этот дифференциал
голоморфен в точках p± автоматически.
Пример. Рассмотрим простейший случай пространства E2,n, т.е.{

ψ̂′i−2 + aiψ̂
′
i−1 = −ψ̂′i, ai+n = ai

ψ̂′i+n = −ψ̂′i.
(1.1.62)

Применив теорему о вычетак к дифференциалам ψ̂+
i ψ̂i
E+1

dΩ и ψ̂+
i ψ̂i−1

E+1
dΩ получим систему

уравнений на неизвестные функции ψ̂′+i (p1) и ψ̂′+i (p2) вида{
r1ψ̂

′+
i (p1)ψ̂′i(p1) + r2ψ̂

′+
i (p2)ψ̂′i(p2) = −1,

r1ψ̂
′+
i (p1)ψ̂′i−1(p1) + r2ψ̂

′+
i (p2)ψ̂′i−1(p2) = 0,

rj = respjdΩ, решая которую, находим

ψ̂′+i (p1) =
−ψ̂′i−1(p2)

∆r1

, ψ̂′+i (p2) =
ψ̂′i−1(p1)

∆r2

, (1.1.63)

где

∆ = − det

(
ψ̂′i(p1) ψ̂′i−1(p1)

ψ̂′i(p2) ψ̂′i−1(p2)

)
(1.1.64)

Несложно получить, что ∆ не зависит от i. Подставляя очевидное равенство ai =

− ψ̂′i(pj)+ψ̂
′
i−2(pj)

ψ̂′i−1(pj)
, j = 1, 2 и формулы (1.1.63) в (1.1.61), имеем

ω̃ =
1

2

∑
j

〈rjψ̂′+i (pj)δai ∧ δψ̂′i−1(pj)〉 =
1

2

2∑
j=1

〈d ln ψ̂′i(pj) ∧ d ln ψ̂′i−1(pj)〉

Лемма 1.1.11.

〈d ln ψ̂′i(p1) ∧ d ln ψ̂′i−1(p1)〉 = 〈d ln ψ̂′i(p2) ∧ d ln ψ̂′i−1(p2)〉
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Доказательство. Из (1.1.64) и того, что ∆ постоянно, следует

dψ̂′i(p2) =
dψ̂′i(p1)ψ̂′i−1(p2)

ψ̂′i−1(p1)
+
ψ̂′i(p1)dψ̂′i−1(p2)

ψ̂′i−1(p1)
−
ψ̂′i(p1)ψ̂′i−1(p2)

ψ̂′2i−1(p1)
dψ̂′i−1(p1) + ∆

dψ̂′i−1(p1)

ψ̂′2i−1(p1)
.

Имеет место цепочка равенств:

〈d ln ψ̂′i(p2) ∧ d ln ψ̂′i−1(p2)〉 = 〈
dψ̂′i−1(p1) ∧ dψ̂′i−1(p2)

ψ̂′i(p2)ψ̂′2i−1(p1)
×
( ∆

ψ′i−1(p2)
− ψ′i(p1)

)
〉+

+〈 dψ̂
′
i(p1)

ψ̂′i−1(p1)
∧
dψ̂′i−1(p2)

ψ̂′i(p2)
〉 = −〈

dψ̂′i−1(p1) ∧ dψ̂′i−1(p2)

ψ̂′i−1(p1)ψ̂′i−1(p2)
〉+ 〈 dψ̂

′
i(p1)

ψ̂′i−1(p1)
∧
dψ̂′i−1(p2)

ψ̂′i(p2)
〉 =

= 〈dψ̂
′
i(p1)

ψ̂′i(p2)
∧
(dψ̂′i−1(p2)

ψ̂′i−1(p1)
− dψ̂′i(p2)

ψ̂′i(p1)

)
〉 = 〈dψ̂

′
i(p1)

ψ̂′i(p1)
∧
ψ̂′i(p2)dψ̂′i−1(p1)− ψ̂′i−1(p2)dψ̂′i(p1)

ψ̂′i(p2)ψ̂′i−1(p1)
〉 =

= 〈d ln ψ̂′i(p1) ∧ d ln ψ̂′i−1(p1)〉

Используя Лемму 1.1.11 и вышесказанное, получаем утверждение

Лемма 1.1.12. 2–форма

ω̃ = 〈d ln ψ̂′i(p1) ∧ d ln ψ̂′i−1(p1)〉

на пространстве E2,n, т.ч. (n, 2) = 1, при ограничении на подмногообразие Λ̂2, где

Λ̂2 = {дифференциал δE(w)

E + 1
d lnw голоморфен в pj, j ∈ 1, k + 1},

не зависит от нормировки.

Доказательство. Полностью аналогично Лемме 1.1.8. Изменение нормировки экви-
валентно преобразованию

ψi → ψih, ψ
+
i → ψ+

i h
−1,

где h = h(w) скалярная функция. Тогда ω(i) преобразуется как

ω̃ → ω̃ − 1

2

∑
α

respα(E + 1)−1〈ψ+(w) δLψ(w)〉 ∧ δ lnh dΩ (1.1.65)

Следовательно, форма ω̃ не зависит от нормировки, если последний член в (1.1.65)
голоморфен в окрестности pα. Т.к. 〈ψ+δLψ〉 = 〈ψ+δEψ〉, то утверждение доказано.

Замечание 1.1.5. Заметим, что форма δE
E+1

d lnw на E2,n голоморфна в pα автома-
тически, т.е. на E2,n форма ω̃ не зависит от нормировки.
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Замечание 1.1.6. Аналогично Теореме 1.1.1 мы можем получить координаты
Дарбу для ω̃, т.е.

ω̃ =
1

n

g′∑
s=1

δ ln(E(γs) + 1) ∧ δ lnw(γs).

Отсюда следует, что форма ω̃ замкнута и невырождена.
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1.2 Динамика на пространстве периодических стро-
го нижнетреугольных разностных операторов

1.2.1 Иерархия двумеризованной цепочки Тода

В данном параграфе приведен удобный для настоящей работы подход к построению
иерархии двумеризованной цепочки Тода. Пусть ψ± = {ψ±(i)} набор формальных
рядов дискретного аргумента i, т.ч.{

ψ−(i) = zi−(1 +
∑∞

s=1 ξ
−
s (i)zs−),

ψ+(i) = z−i+ eϕi(1 +
∑∞

s=1 ξ
+
s (i)zs+)

(1.2.1)

По набору ψ− можно построить единственным образом разностный оператор L−m (по
ψ+ оператор L+

m соответственно) вида (0.0.3), т.ч.{
L−mψ−(i) = z−m− ψ−(i) +O(z)ψ−(i)

L+
mψ+(i) = z−m+ ψ+(i) +O(1)ψ+(i),

(1.2.2)

коэффициенты которого есть функции от коэффициентов разложения (1.2.1). Опре-
делим корректным образом динамику на пространстве коэффициентов формальных
рядов ψ± уравнениями 

(
∂t−m − L

−
m

)
ψ− = −z−m− ψ−(

∂t−m − L
−
m

)
ψ+ = 0(

∂t+m − L
+
m

)
ψ+ = −z−m+ ψ+(

∂t+m − L
+
m

)
ψ− = 0

(1.2.3)

Коммутативность потоков ∂t±m − L
±
m очевидна, ввиду того, что [∂t±m − L

±
m, ∂t±

m′
− L±m′ ]

есть разностный оператор, действующий на ψ± нулем. Далее, верны следующие две
леммы

Лемма 1.2.1. Существуют единственные операторы L− = T−1 +
∑∞

j=1 u
−
j T

j−1 и
L+ = u0T +

∑∞
j=1 ujT

1−j, т.ч. выполняются уравнения

L−ψ− = z−1
− ψ−, (1.2.4)

и
L+ψ+ = z−1

+ ψ+. (1.2.5)

Доказательство. Коэффициенты операторов L± единственным образом восстанав-
ливаются из разложения функции Бейкера–Ахиезера в окрестности точек p±.

Лемма 1.2.2. Имеет место следующее соотношение(
Lm−
)
≤0

= L−m,
(
Lm+
)
>0

= L+
m, (1.2.6)

где L± из Леммы 1.2.1.
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Доказательство. Оператор L−m определяется как единственный разностный опера-
тор, для которого выполняется соотношение L−mψ− =

(
z−m− + O(z−)

)
ψ−. С другой

стороны,
(
Lm−
)
≤0
ψ− =

(
Lm− −

(
Lm−
)
>0

)
ψ− =

(
z−m− + O(z)

)
ψ−. Рассмотрим разность

операторво
(
L−m −

(
Lm−
)
≤0

)
, для которой выполняется(
L−m −

(
Lm−
)
≤0

)
ψ− = O(z)ψ−.

Из чего следует равенство (1.2.6). Аналогичные рассуждения приводят ко второму
равенству (1.2.6).

Из вышесказанного следует, что данный подход к построению иерархии двумери-
зованной цепочки Тода эквивалентен подходу, связанному с уравнениями Захарова-
Шабата (0.0.2) и представлением Лакса (0.0.4). Действительно, построенная по ψ±
система коммутирующих потоков ∂t±m−L

±
m есть система уравнений Захарова–Шабата

(0.0.2). Кроме того, определенные единственным образом псевдодифференциальные
операторы L± из уравнений (1.2.4) и (1.2.5) удовлетворяют соотношениям (1.2.6).
Верно и обратное, по L± можно построить ψ± вида (1.2.1) как единственные реше-
ния уравнений (1.2.4) и (1.2.4). Таким образом, иерархию двумеризованнной цепочки
Тода можно рассматривать и как динамическую систему на пространстве коэффи-
циентов формальных рядов ψ±.

1.2.2 Треугольные редукции двумеризованной цепочки Тода

Как обсуждалось во Введении, основная цель настоящей Главы — изучение гамиль-
тоновой теории динамики конечномерных систем, полученных редукцией двумери-
зованной цепочки Тода. Пусть L n–периодический оператор порядка k + 1,

L := L−k+1, (1.2.7)

для которого ψ± являются собственными, т.е.{
Lψ− = z−k−1

− ψ−

Lψ+ = z+ψ+.
(1.2.8)

Очевидно выполнится уравнение

∂t±mL = [L,L±m]. (1.2.9)

Мы хотим доказать, что уравнение (1.2.9) есть хорошо определенная динамическая
система на пространстве операторов Lk+1. Для этого введем несколько ограничений
и предположим, что n и k+1 взаимнопросты. Покажем, что коэффициенты L±m есть
функции от коэффициентов L.

Пусть ψ есть собственная функция с собственным значением E периодического
оператора L, полученная в Параграфе 2.1, а именно, функция Бейкера–Ахиезера на
кривой Γ, имеющая разложения (1.1.9) и (1.1.14) в точках p− и p+ соответственно.
Очевидно, что разложение ψ в этих точках есть частный пример формальных рядов
ψ±. Как было описано выше в (1.2.3), построим операторы L±m, (n, k + 1) = 1. В
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этом случае коэффициенты L±n зависят есть функции на пространстве Lk+1, и, сле-
довательно, уравнение (1.2.9) есть корректно определенная динамическая система
на пространстве Lk+1.

1.2.3 Эволюция функции Бейкера–Ахиезера

Возникает естественный вопрос, как эволюционирует функция Бейкера–Ахиезера,
построенная по оператору L = L−k+1, если имеет место место динамика (1.2.9) на
пространстве Lk+1. Предположим, что в каждый момент времени мы построили
нормированный собственный вектор ψ(t), т.е. L(w)ψ(t) = Eψ(t). Из уравнения Лакса
(1.2.9) следует, что вектор ∂t±mψ(t)− L±mψ(t) является собственным для оператора L
c собственнм значением E. Ввиду единственности, следующей из Лемм 1.1.1,1.1.2,
имеем

∂t±mψ(t)− L±mψ(t) = −fψ(t), (1.2.10)

где f — некоторая мероморфная функция. Заметим, что f имеет полюса порядка m
в точках p+ и p−, поскольку из условия нормировки следует

f =
n∑
j=1

(
L±m
)

1j
ψj.

Кроме того, из (1.2.10) f имеет полюса в дивизоре полюсов γ1(t), ...γg(t) и главную
часть вида γ̇i(t)

zγi−γi(t)
, i = 1, g, здесь zγi локальная координата в окретсности точки

γi(t). Введем новое обозначение Ψ, а именно

Ψ := e
∫ t
0 f(t)dtψ(t). (1.2.11)

Тогда у Ψ нет полюсов в γ1(t), ...γg(t), но имеются в γ1(0), ...γg(0), т.е. дивизор полю-
сов новой пси–функции Ψ не зависит от времени. Поскольку f имеет полюса порядка
m в точках p±, то у Ψ существенные особенности в этих точках вида et(zm+O(zm−1).
Также заметим, что Ψ удовлетворяет уравнению

∂t±mΨ = L±mΨ. (1.2.12)

Отметим, что именно функция вида (1.2.11) и уравнения (1.2.12) использовались для
построения алгебро–геометрических решений иерархии двумеризованной цепочки
Тода Кричевером.

1.2.4 Гамильтонианы уравнений треугольных редукций

Докажем, что динамические системы (1.2.9) являются гамильтоновыми. Более того,
векторные поля ∂t−m , связанные с нижнетреугольными редукциями, бигамильтоно-
вые. Для этого предъявим в явном виде гамильтонианы и симплектические формы.
Как было показано выше, ω̂(i), i = 1, 2 являются симплетрическими при ограничении
на симплектические листы Λc

i .

Теорема 1.2.1. Векторное поле ∂t±m, определенное уравнением Лакса (1.2.9), ограни-
ченное на подмногообразие Λc

i является гамильтоновом для i = 0, 1 по отношении
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к формам ω̂(i) с гамильтонианами

H
(0)

t−m
= resp−z

−mE(z−) d ln z− = em+k+1 (1.2.13)

H
(1)

t−m
= resp−z

−m
− lnE(z−) d ln z− (1.2.14)

где E(z−) ряд (1.1.7) с коэффициентами, определенными в Лемме 1.1.1, и

H
(i)

t+m
=

1

n
resp+E

−m−i lnw(E)dE, i = 0, 1 (1.2.15)

и w(E) определен в (1.1.8)

Доказательство.

1. Подставим векторное поле ∂t в форму ω(i)

ı∂tω
(i) = −1

2

∑
pα

respα
(
E−i〈ψ+∂tLδψ〉 − ψ+δL∂tψ

)
dΩ.

Воспользуемся уравнением Лакса L̇ = [L,M ], формулой для эволюции соб-
ственного вектора ∂tψ = Mψ−fψ, видом дифференциала dΩ из (1.1.27). Тогда

ı∂tω
(i) = −1

2

∑
pα

respα
(
〈ψ+[M,L]δψ〉 − 〈ψ+δL(Mψ − ψf)〉

) d lnw

nEi〈ψ+ψ〉 (1.2.16)

Используя уравнение (L − E)δψ = −(δL − δE)ψ, полученное варьированием
уравнения Lψ = Eψ, преобразуем (1.2.16)

−1

2

∑
pα

respα
(
〈ψ+(MδE + δLf)ψ〉 − 〈ψ+(δLM +M δL)ψ〉

) d lnw

nEi〈ψ+ψ〉 (1.2.17)

2. Второе слагаемое в (1.2.17) равняется нулю, поскольку выражение 〈ψ+(δLM+
M δL)ψ〉 d lnw

nEi〈ψ+ψ〉 имеет полюса только в точках pα. Значит

ı∂tω
(i) = −1

2

∑
pα

respα〈ψ+(2f + (M − f))ψ〉 d lnw

nEi〈ψ+ψ〉
.

3. Ввиду определения f выражение 〈ψ+(M − f)ψ〉 = 〈ψ+∂tψ〉 голоморфно в pα.
На Λc

i выражение E−iδEd lnw голоморфно в pα, следовательно −1
2
〈ψ+(M −

f)ψ〉E−i d lnw
〈ψ+ψ〉 не имеет вычетов в pα. По тем же причинам и т.к. f имеет осо-

бенность либо в p+, либо в p−, то на Λc
i дифференциал fE−id lnw голоморфен

в точках p`. Тогда

ı∂tω
(i) = − 1

n

∑
p=p±

respfE−id lnw.
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4. Используем свойство δ lnEdw = −δ lnwdE в точке p+, тогда

ı∂tω
(i) =

1

n
resp+f(E)δ lnw(E)E−idE − 1

n
resp−f(w)E−i(w)δE(w)d lnw. (1.2.18)

Рассмотрим два случая: t = t−m и t = t+m. Если t = t+m, то f = E−m + O(1) в
окрестности p+ и голоморфна в p−, значит

ı∂tω
(i) =

1

n
resp+δ lnw(E)E−i−mdE =: δH i

t+m
.

Если t = t−m, то f = z−m +O(1) в окрестности p− и голоморфна в p+, значит

ı∂tω
(i) = z−mδEE−i

dz

z
=: δH

(i)
∂t
.

Теорема доказана.

1.2.5 Нижнетреугольная динамика

Перейдем к конкретным примерам. А именно, рассмотрим нижнетреугольную ди-
намику, т.е. динамику на пространстве Lk+1, где в уравнении Лакса (1.2.9) присут-
ствует оператор L−1 , т.е.

∂t−1 L = [L,L−1 ], (1.2.19)

где (L−1 ψ)i = viψi + ψi−1, (Lψ)i = a1
iψi−1 + . . .+ akiψi−k + ψi−k−1 и vi = ∂t−1 ϕi. Данную

динамическую ситему можно записать в следующем явном виде
∂t−1 a

1
i = a1

i (vi − vi−j)
∂t−1 a

j
i = aji (vi − vi−j) + aj−1

i−1 − a
j−1
i , j = 2, k

aki−1 − aki = vi−k−1 − vi.
(1.2.20)

на функции aji . В случае k = 1 и k = 2 ниже будет построена гамильтонова теория.

1.2.5.1 Оператор порядка 2

Если L оператор порядка 2, т.е. k = 1, то естественными координатами на простран-
стве n периодических нижнетреугольных операторов порядка два L = aiT

−1 + T−2

есть коэффициенты ai. Специальные координаты xi := ξ−1 (i) определяются с точ-
ностью до общего сдвига и константы e1. Выражение для естественных координат
через новые дается формулой

ai = xi − xi−2 + e1 (1.2.21)

Форма ω̂(0) имеет вид

ω̂(0) =
1

2
〈dai ∧ dxi−1〉 = 〈dxi ∧ dxi−1〉, (1.2.22)
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здесь de1 = 0 поскольку ω̂(0) ограниние ω(0) на Λc
0. Уравнения движения (1.2.20)

упрощаются
∂t−1 ϕi−1 − ∂t−1 ϕi+1 = eϕi−ϕi−1 − eϕi+1−ϕi . (1.2.23)

Как было доказано выше в Теореме (1.2.1), векторное поле ∂−1 является гамильто-
новым по отношению к форме (1.2.22), и соответствующий гамильтониан равен

H
(0)
∂
t−1

= e3.

Выразим e3 в терминах новых координат. Из уравнения Lψ = Eψ в точке p− имеем{
ξ2(i− 2) + aiξ1(i− 1) = e2 + ξ1(i)e1 + ξ2(i)

ξ3(i− 2) + aiξ2(i− 1) = e3 + e2ξ1(i) + e1ξ2(i) + ξ3(i).
(1.2.24)

Ранее при доказательстве Следствия 1 к Лемме (1.1.8) было отмечено, что в этом
случае e2 = 0 (можно получить и прямым вычислением). Выразим из последнего
уравнения системы (1.2.24) коэффициент e3 и усредним по периоду. Тогда

ne3 = 〈aiξ2(i− 1)− e1ξ2(i)〉i = 〈(xi − xi−2)ξ2(i− 1)〉i,

где в последнем равенстве была использована формула (1.2.21). Верна цепочка ра-
венств

ne3 = 〈(xi − xi−2)ξ2(i− 1)〉 = 〈xi
(
ξ2(i− 1)− ξ2(i+ 1)

)
〉 = 〈xi

(
xi+1e1 − ai+1xi

)
〉 =

= 〈xi
(
xi+1e1 − xi(xi+1 − xi−1 + e1)

)
〉 = 〈x2

i (xi−1 − xi+1)〉+ e1〈xi(xi+1 − xi)〉.

Выясним вид формы ω(1) и соответствующий гамильтониан для уравнения
(1.2.23). Подставим в формулы (1.1.56) k = 1 и e−ϕi = (−1)iφi−1. Тогда

ω(1) =
1

2
〈dϕi−1 ∧ dϕi〉 −

1

2
〈(−1)i−1eϕi−1deϕi−ϕi−1 ∧ dφi−1〉 = 〈dϕi−1 ∧ dϕi〉. (1.2.25)

Согласно Теореме 1.2.3

H1
t−1

= resp−z
−2
− lnE(z−)dz− = e1 =

1

n
〈ai〉.

Учитывая вышесказанное, доказана следующая теорема:

Теорема 1.2.2. Пусть L2 = {aiT−1 +T−2 | ai+n = ai} пространство периодических
разностных строго нижнетреугольных операторов порядка 2.

1. Уравнение (1.2.23) на пространстве L2, при ограничении на Λc
0, является га-

мильтоновым по отношению к симплектической форме ω̂(0) = 〈dxi ∧ dxi−1〉,
где ai = xi − xi−2 + e1, c соответствующим гамильтонианом

H
(0)
∂
t−1

=
1

n
〈x2

i (xi−1 − xi+1)〉+
e1

n
〈xi(xi+1 − xi)〉. (1.2.26)

2. Уравнение (1.2.23) на пространстве L2, при ограничении на Λc
1, является га-
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мильтоновым по отношению к симплектической форме ω̂(1) = 〈dϕi ∧ dϕi+1〉,
где ai = eϕi−ϕi−1 , c соответствующим гамильтонианом

H1
∂
t−1

= 〈eϕi−ϕi−1〉.

1.2.5.2 Оператор порядка 3

Рассмотрим случай k = 2, т.е. L оператор третьего порядка

(Lψ)i = ψi−3 + a2
iψi−2 + a1

iψi−1.

В этом случае естественные координаты на пространстве L3 нижнетреугольных раз-
ностных периодических операторов порядка 3— набор {a1

i , a
2
i }ni=1, а новые

xi := ξ−1 (i), yi = ξ−2 (i).

Форма

ω(0) =
1

2
resp−〈ψ+δL ∧ δψ〉dz

z
=

1

2
〈ζ1(i)δa2

i ∧ δxi−2 + δa2
i ∧ δyi−2 + δa1

i ∧ δxi−1〉,

где ζ1(i) коэффициент разложения ψ∗i в окрестности точки p− при z−i+1. Ввиду
(1.1.46)

ζ1(i) = −xi−1.

Естественные координаты в терминах новых записываются в виде

a
(1)
i = yi − yi−3 − (xi − xi−3)xi−2 + e1(xi − xi−2) + e2 (1.2.27)

a
(2)
i = xi − xi−3 + e1, (1.2.28)

ввиду уравнений (1.1.10) и (1.1.13). Прямыми вычислениями можно показать, что
выражение для формы ω(0), ограниченной на лист, вдоль которого e1 и e2 постоянны:

ω̂(0) = 〈 dyi ∧ (dxi−1 − dxi+2) + d(xi−1xi−2) ∧ dxi + e1dxi ∧ dxi−1〉 (1.2.29)

Непосредственными вычислениями доказывается следующая теорема

Теорема 1.2.3. Уравнение (1.2.20) в случае k = 2 на пространстве L3, при ограни-
чении на Λc

0, является гамильтоновым по отношению к симплектической форме
(1.2.29) c соответствующим гамильтонианом

H
(0)
∂
t−1

=
1

n
〈 yi−1(yi − yi−3)〉+

1

n
〈xixi−1xi−2(xi−1 − xi)〉+

e1

n
〈(x2

i (xi−1 − xi+1)〉 (1.2.30)

+
e2

n
〈xi−1(xi − xi−1)〉+

1

n
〈yi(x2

i+2 − x2
i−1 − xi+2xi+1 + xi−2xi−1

)
〉.

Доказательство. Как было отмечено в Теореме 1.2.1, для k = 2

H
(0)
∂
t−1

= e4.
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Посчитаем e4. Из уравнения Lψ = Eψ следует
ξ2(i− 3)− ξ2(i) + a2

i ξ1(i− 2) + a1
i = e2 + e1ξ1(i)

ξ3(i− 3)− ξ3(i) + a2
i ξ2(i− 2) + a1

i ξ1(i− 1) = e2ξ1(i) + e1ξ2(i)

ξ4(i− 3)− ξ4(i) + a2
i ξ3(i− 2) + a1

i ξ2(i− 1) = e4 + e1ξ3(i) + e2ξ2(i).

(1.2.31)

Просуммируем последнее уравнение системы по периоду

ne4 = 〈a2
i ξ3(i− 2) + a1

i ξ2(i− 1)− e2ξ2(i)− e1ξ3(i)〉.

Подставляя формулы (1.2.27), имеем цепочку равенств

ne4 = 〈yi−1

(
yi − yi−3 + xi−2(xi−3 − xi) + e1(xi − xi−2) + e2

)
〉+

+〈(xi − xi−3 + e1)ξ3(i− 2)〉 − 〈e2yi − e1ξ3(i)〉 = 〈(xi − xi−3)ξ3(i− 2)〉+

+〈(yi − yi−3)yi−1〉+ 〈xi−2(xi−3 − xi)yi−1〉+ e1〈(xi − xi−2)yi−1〉.

Преобразуем выражение 〈(xi − xi−3)ξ3(i− 2)〉:

〈(xi − xi−3)ξ3(i− 2)〉 = 〈xi−1

(
ξ3(i− 3)− ξ3(i)〉 =

= 〈xi−1

(
e2xi + e1yi − a2

i yi−2 − a1
ixi−1

)
〉 =

= e2〈xi−1(xi − xi−1) + e1xi−1yi − xi−1yi−2(xi − xi−3 + e1)−
−x2

i−1(yi − yi−3) + x2
i−1(xi − xi−3)xi−2 − e1x

2
i−1(xi − xi−2).

Вышесказанное завершает доказательство теоремы.

1.2.5.3 Произвольное k

В случае произвольного k имеет место следующая теорема

Теорема 1.2.4. Уравнение (1.2.20), ограниченное на листы с зафиксированным w`,
являются гамильтоновыми по отношению к форме (1.1.56). Соответствующий
гамильтониан равен

H1
∂
t−1

= 〈a(k)
i 〉 (1.2.32)

Доказательство. Согласно Теореме 1.2.1 гамильтониан системы равен

H1
∂
t−1

= res0 lnE(z)z−2dz = e1 = 〈a(k)
i 〉, (1.2.33)

где мы воспользовались (1.1.11).

1.2.6 Верхнетреугольная динамика

Рассмотрим уравнение
∂t+1 L = [L,L+

1 ], (1.2.34)

где (L+
1 ψ)i = ciψi+1, ci = eϕi−ϕi+1 и (Lψ)i = a1

iψi−1 + . . . + akiψi−k + ψi−k−1. Вид этой
системы уравнений

∂t+1 a
j−1
i = cia

j
i+1 − ci−ja

j
i , j = 2, k. (1.2.35)
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Если k = 1, то уравнение движения (1.2.34) принимают наиболее простой вид

∂t+1 ϕi − ∂t+1 ϕi−1 = eϕi−1−ϕi+1 − eϕi−2−ϕi . (1.2.36)

Теорема 1.2.5. Уравнение (1.2.34), ограниченное на листы с зафиксированным w`,
являются гамильтоновыми по отношению к форме (1.1.56). Соответствующие
гамильтониан

H∂
t+1

=
1

n
resE=0 lnw(E)E−2dE = w1 = −〈a(2)

i eϕi−2−ϕi〉, (1.2.37)

где w1 первый коэффициент разложения (1.1.8).

Доказательство.

n−1 lnw = n−1(lnψ−n − lnψ0) = 〈ψi−1 − ψi〉 (1.2.38)

Тогда из (1.1.14) и (1.1.15) получаем, что

w1 = 〈ξ+
1 (i− 1)− ξ+

1 (i)〉 = −〈a(2)
i eϕi−2−ϕi〉 (1.2.39)

Пример. Пусть k = 1, тогда a2
i = 1 и, следовательно,

H1
t+1

= −〈eϕi−2−ϕi〉.

1.2.7 Обратная задача

Цель настоящего раздела — с помощью подхода к построению конечнозонных ре-
шений иерархии двумеризованной цепочки Тода, предложенного Кричевером, пока-
зать, как получить интересующие нас редукции и доказать, что кривая, с помощью
которой получаются такие решения при наличии дополнительного условия суще-
ствования мероморфных функций совпадает со спектральной кривой, полученной в
первом разделе Главы 1.

Пусть Γ произвольная гладкая алгебраическая кривая рода g с двумя отмечен-
ными точками p±, в окресности которых заданы локальные координаты z±, т.ч.
z±(p±) = 0. Наиболее общий вид двухточечной динамической дискретной функции
Бейкера–Ахиезера, дается следующей леммой:

Лемма 1.2.3. ([33]) Для произвольного набора g точек γ1, . . . , γg существует един-
ственная мероморфная функция Ψi(t, p), p ∈ Γ \ p± такая, что :

(i) вне отмеченны точек p± она имеет простые полюса в точках γs (если γs
различны);

(ii) в окрестноcтях отмеченных точек она имеет вид{
Ψi(t, p) = zi−e

(
∑
m t−mz

−m
− )
(
1 +

∑∞
s=1 ξ

−
s (i, t) zs−

)
, p→ p−

Ψi(t, p) = z−i+ eϕie(
∑
m t+mz

−m
+ )
(
1 +

∑∞
s=1 ξ

+
s (i, t) zs+

)
, p→ p+.

(1.2.40)

45



Функция Бейкера–Ахиезера Ψi(t, p) может быть записана в терминах тэта–функции
Римана многообразия Якоби, преобразования Абеля–Якоби и мероморфных диф-
ференциалов, имеющих полюса в отмеченных точках p±. Определим все нужные
объекты. Пусть aj, bj, j = 1, g канонический базис циклов на кривой Γ, т.е.

ai ◦ aj = bi ◦ bj = 0, ai ◦ bj = δij.

И пусть ωj, j = 1, g соответствующий им базис нормированных голоморфных диф-
ференциалов, т.е. ∮

aj

ωk = δkj.

Матричные элементы матрицы периодов определяются формулой

Bjk =

∮
bj

ωk.

Хорошо известно, что B является римановой матрицей (т.е. симметрической и с
отрицательно определенной мнимой частью). Тогда тэта–функция Римана есть

θ(z|B) =
∑
m∈Zg

e2πi(m,z)+πi(Bm,m), z ∈ Cg.

Cходимость ряда в определении тэта–функции гарантируется отрицательной опре-
деленностью мнимой части матрицы периодов. Решетка вида

{N +BM | N,M ∈ Zg} ⊂ Cg

называется решеткой, порожденной матрицей периодов B, причем ее ранг равен 2g.
Фактор–пространство Cg по данной решетке называется абелевы тором или яко-
бианом кривой Γ и обозначается JΓ. Отображение Ap0 из кривой Γ в ее якобиан,
определенное формулой

p→
(∫ p

p0

ω1, . . . ,

∫ p

p0

ωg
)
, Γ→ JΓ,

где p0 некоторая точка поверхности, называется отображением Абеля. Нормирован-
ный Абелев дифференциалы третьего типа dΩ0 — мероморфный дифференциал на
Γ c нулевыми a–периодами, т.е.

∮
ai
dΩ0 = 0, имеющий простые полюса с вычетами

∓1 в точках p±. Нормированныe абелевы дифференциалы второго рода dΩm,±— меро-
морфные дифференциалы на Γ, со свойствами

∮
ai
dΩm,± = 0 и имеющие единствен-

ные полюса в точках p± и соответствующее разложение вида dΩm,± = d(z−m± +O(z±)).
Тогда имеет место теорема:

Лемма 1.2.4. [33] Функция Бейкера-Ахиезера задается формулой

Ψi(t, p) =
θ(A(p) + iU0 +

∑
Um,±t

±
m + Z) θ(A(p−) + Z)

θ(A(p−) + iU0 +
∑
Um,±t±m + Z) θ(A(p) + Z)

eiΩ0(p)+
∑
t±mΩm,±(p) (1.2.41)
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Здесь суммирование идет по всем парам индексов (m,±) и:

(i) Ω0(p) и Ωm,±(p) абелевы интегралы, Ω0(p) =
∫ p
dΩ0, Ωm,±(p) =

∫ p
dΩm,±, соот-

ветствующие дифференциалам, введенным выше и нормированным так, что
в окрестности p− они имеют вид

Ω0(z−) = ln z− +O(z−), Ωm,−(z−) = z−m− +O(z−), Ωm,+(z−) = O(z−);

(ii) 2πiU0, 2πiUα,j вектора b-периодов,т.е. вектора с координатами

Uk
0 =

1

2πi

∮
bk

dΩ0, U
k
m,± =

1

2πi

∮
bk

dΩm,±; (1.2.42)

(iii) Z -произвольный вектор, соответствующий дивизору полюсов функции Б.-А.

Решение обратной задачи построения иерархии двумеризованной цепочки Тода да-
ется следующей Теоремой:

Теорема 1.2.6. ([33]) Пусть Ψi(t, p) - функция Бейкера-Ахиезера из Леммы 1.2.3,
соответствующая произвольному набору данных {Γ, p±, z±; γ1, . . . , γg }. Существу-
ют единственный набор операторов L±m такой, что выполняются уравнения

∂t±mΨ = L±mΨ, (1.2.43)

здесь L±m – разностные операторы вида

L±m =
m∑
j=0

a
(j,±)
i,m T±j (1.2.44)

Замечание 1.2.1. Сравнивая левую и правую части уравнения (1.2.43) в окрест-
ности точек p±, имеем

a0,+
i,m = 0, am,+i,m = eϕi−ϕi+m (1.2.45)

и
am,−i,m = 1, a0,−

i,m = ∂t−mϕi. (1.2.46)

Из вида функции Бейкера–Ахиезера следует, что все потоки ∂tm −Lm коммутирую,
т.е. имеет место система уравнений Захарова–Шабата:

∂tkLm − ∂tmLk − [Lm, Lk] = 0, (1.2.47)

где tk(tm) либо t+k (t+m),либо t−k (t−m). Естественный вопрос нахождения решения ϕi
иерархии двумеризованной цепочки Тода разрешает следующая теорема, доказа-
тельство которой основано на сравнении формул (1.2.40) и (1.2.41):

Теорема 1.2.7. [33] Алгебро-геометрическое решение двумеризованной цепочки То-
да дается формулой

ϕi(t) = ln
θ((i+ 1)U0 +

∑
Um,±t

±
m + Z̃)

θ(iU0 +
∑
Um,±t±m + Z̃)

+ ic0 +
∑

cm,±t
±
m (1.2.48)
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где Z̃ = Z + A(p+) произвольный вектор, вектора U0 и Um,± определены в (1.2.42),
а константы c0 и cm,± являются старшими членами в разложении абелевых ин-
тегралов в окрестности p−:

Ω0(z+) = − ln z+ + c0 +O(z+), (1.2.49)

Ωm,+(z+) = z−m+ + cm,+ +O(z+), Ωm,−(z+) = cm,− +O(z+)

С понятием функции Бейкера–Ахиезера связано понятие двойственной функ-
ции Бейкера Ахиезера. Для неспециального дивизора полюсов функции Бейкера–
Ахиезера D = γ1+· · ·+γg степени g определим двойственный эффективный дивизор
D+ = γ+

1 + · · ·+ γ+
g степени g следующим образом: существует единственный меро-

морфный дифференциал dΩ с простыми полюсами в точках p± и соответствующими
вычетами ±1, голоморфный всюду кроме p±, имеющий нули в точках дивизора D :
dΩ(γs) = 0. Поскольку степень канонического класса(класс эквивалентности диви-
зора нулей голоморфного дифференциала на кривой Γ) равна 2g−2, а полюсов два,
тогда кроме g нулей в D, у дифференциала dΩ имеются еще g нулей, и выполняется
уравнение

D +D+ = K + p+ + p−,

гдеD+ = γ+
1 +. . .+γ+

g и K канонический класс. Верна следующая лемма–определение

Лемма 1.2.5. Для неспециального дивизора D+ = γ+
1 + . . . γ+

g существует един-
ственная двойственная функция Бейкера–Ахиезера Ψ+ на кривой Γ, имеющая сле-
дующие аналитические свойства

(i) простые полюса в D+;

(ii) разложение в окрестностях отмеченных точек{
Ψ+
i (t, p) = z−i− e

−
∑
m t−mz

−m
−
(
1 +

∑∞
s=1 χ

−
s (i, t) zs−

)
, p→ p−

Ψ+
i (t, p) = zi+e

−ϕie
∑
m t+mz

−m
+

(
1 +

∑∞
s=1 χ

+
s (i, t) zs+

)
, p→ p+.

(1.2.50)

Аналогично тому, как были получены тэта–функциональные формулы для функции
Бейкера–Ахиезера, доказывается формула для двойственной:

Лемма 1.2.6.

Ψ+
i (t, p) =

θ(A(p)− iU0 −
∑
Um,±t

±
m + Z+) θ(A(p−) + Z+)

θ(A(p−)− iU0 −
∑
Um,±t±m + Z+) θ(A(p) + Z+)

× e−iΩ0(p)−
∑
t±mΩm,±(p)

(1.2.51)
где Z + Z+ = K +A(p+) +A(p−).

Следующая Лемма дает понимание того, какому уравнению удовлетворяет Ψ+
i :
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Лемма 1.2.7.

(Ψ+L)i ≡ Ψ+
i+k+1 + a

(k)
i+kΨ

+
k + . . . a

(1)
i+1Ψ+

i+1 = EΨ+
i , (1.2.52)

Доказательство.

1. Несложно показать, что
resp±Ψ+

i ΨjdΩ = ±δij. (1.2.53)

2. Ввиду единственности двойственной функции Бейкера–Ахиезера для некото-
рого набора âki , . . . â1

i выполняется равенство

Ψ+
i+k+1 + â

(k)
i Ψ+

k + . . . â
(1)
i Ψ+

i+1 = EΨ+
i ,

поскольку в левой и правой части стоят выражения, имеющие одинаковые ана-
литические свойства.

3. Домножим последнее равенство на Ψi+1dΩ и перепишем правую часть в следу-
ющем виде (

Ψ+
i+k+1 + â

(k)
i Ψ+

k + . . . â
(1)
i Ψ+

i+1

)
dΩ = EΨ+

i Ψi+1dΩ =

= Ψ+
i

(
Ψi−k + aki+1Ψi−k+1 + . . .+ a1

i+1Ψi

)
dΩ.

Взяв вычет в точке p− и воспользовавшись свойством (1.2.53), получаем

â1
i = a1

i+1.

Аналогично доказывается равенство коэффициентов âki , . . . â1
i требуемому.

Рассмотрим иерархию двумеризованной цепочки Тода (1.2.43), построенную по
алгебраической кривой Γ, двум отмеченным точкам p± и дивизору полюсов D =
γ1 + . . . γg. Из (1.2.41) легко видеть, что коэффициенты операторов L±m квазиперио-
дические функции дискретного аргумента i. Следующее условие позволяет выделить
среди таких операторов операторы с периодическими коэффициентами:

Лемма 1.2.8. Если на кривой Γ существует мероморфная функция w = w(p) c
полюсом порядка n в точке p− и нулем порядка n в точке p+, тогда коэффициенты
операторов L±m из Теоремы 1.2.6 периодические функции дискретного аргумента i.

Доказательство. Функция w определена с точностью до нормировки. Пусть коэф-
фициент при z−n разложения w в окрестности p− равен 1. Рассмотрим выражение
wΨi. Оно имеет аналитические свойства функции Бейкера–Ахиезера Ψi−n. Ввиду
единственности, имеем

Ψi−n = wΨ. (1.2.54)
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Далее, зафиксируем одно из времен иерархии t−k+1 и рассмотрим решение иерар-
хии, не зависящее от времени t−k+1, т.е.

∂t−k+1
ϕi = 0 (1.2.55)

Тогда из формулы (1.2.46) следует, что в этом случае оператор L := L−k+1 становится
строго нижнетреугольным, т.е. вида (1.1.1). Уравнения нулевой кривизны (1.2.47),
где одно из времен tk = t можно записать как

∂tmL = [L,Lm], (1.2.56)

что есть искомое представления Лакса.

Лемма 1.2.9. Если выполняется условие (1.2.55), тогда на кривой Γ существует
функция E, имеющая полюс порядка k + 1 в точке p−, и регулярная в точке p+. И
выполняется уравнение

LΨ = EΨ (1.2.57)

Доказательство.

1. Из условия (1.2.55) следует, что b–периоды мероморфного дифференциала
dΩk+1,− равны нулю (напомним, что a–периоды также равны нулю ввиду
(1.2.48)). Следовательно E(p) :=

∫ p
dΩk+1,− хорошо определенная мероморф-

ная функция на кривой Γ c полюсом порядка k+ 1 в точке p− и нулем в точке
p+.

2. Формулу для функции Бейкера–Ахиезера (1.2.41) можно записать как

Ψi(t, p) =
θ(A(p) + iU0 +

∑′ Um,±t±m + Z) θ(A(p−) + Z)

θ(A(p−) + iU0 +
∑′ Um,±t±m + Z) θ(A(p) + Z)

eiΩ0(p)+
∑′ t±mΩm,±(p)+t−k+1E(p)

(1.2.58)
где в

∑′ пропущен член с t−k+1. Можно заметить, что в этом случае Ψ =

Ψ̃et
−
k+1E(p), где Ψ̃ не зависит от времени t−k+1. Откуда ∂t−k+1

Ψ = EΨ и, следо-
вательно, справедлива формула (1.2.57).

Условие существования мероморфных функции w(p) и E(p) накладывает ограни-
чение на класс кривых Γ, по которым строилась функция Бейкера–Ахиезера Ψi.
Докажем, что такие кривые имеют уравнение (1.1.6):

Лемма 1.2.10. Пусть на кривой Γ существует функция w(p) с единственным
полюсом порядка n в точке p− и нулем порядка n в точке p+ и функция E(p) c
единственным полюсом порядка k+1 в p− и регулярная в p+. Тогда кривая Γ имеет
вид (1.1.6).
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Доказательство. Функции w(p) и E(p) задают вложение кривой Γ в C2 по правилу
p →

(
w(p), E(p)

)
. Потому, если функции связаны некоторым соотношение, то это

соотношение и будет уравнением поверхности. Рассмотрим k+1 накрытие плоскости
E и выражение

p(w,E) :=
k+1∏
i=1

(
w − wj(E)

)
,

где wj(E) – значение w на каждом из k+ 1 листов. Заметим, что p(w) тождественно
равно нулю. Это полином степени k + 1 по w, коэффициенты которого есть сим-
метрические функции переменных wj(E), и потому голоморфные по переменной
E. В окрестности E = ∞ имеем E = z−k−1(1 + O(z)) и w = z−n, следовательно∏

j wj(E) =
∏

j z
−n(k+1) = z−n(k+1) = En(1 + O(E−1)). Следовательно, все члены в

p(w) кроме wk+1 и En имеют меньшую степень, чем (k + 1)n. Что завершает дока-
зательство Леммы.
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Глава 2

Спектральная теория двумерного
периодического оператора
Шредингера.

2.1 Прямая задача
Основной целью Параграфа 2.1 является Теорема 2.1.2, где описан явный вид спек-
тральной кривой двумерного периодического оператора Шредингера с положитель-
ным потенциалом, а так же описание свойств этой кривой. Пусть

H0 = −∆ + u0(x, y), u0(x+ 2π`1, y) = u0(x, y + 2π`2) = u0(x, y)

невозмущенный оператор Шредингера c произвольным гладким периодческим по-
тенциалом, w10 произвольное отличное от нуля комплексное чило, а Tx и Ty — опе-
раторы сдвига аргумента x и y на 2π`1 и 2π`2 соответственно. Дадим определение

Определение 2.1.1. Набор функций φν , являющихся решением уравнения H0φν =
0 будет называться базисным, если выполняются следующие три условия:

1. каждая из функций этого набора квазипериодична по x и y, т.е.

Txφν = w10φν , Tyφν = w2νφν ,

где w2ν некоторый набор комплексных чисел;

2. существует другой "двойственный" набор решений уравнения H0φ
+
ν = 0 со

свойством
Txφν = w−1

10 φν , Tyφ
+
ν = w−1

2ν φ
+
ν

и условием нормировки

〈φνyφ+
µ − φνφ+

µy〉 = rνδν,µ, rν 6= 0;

3. для любой непрерывно дифференцируемой функции f(x) со свойством

Txf(x) = w10f(x)

52



следующие ряды сходятся и равны

0 =
∑
ν

〈φ+
ν f〉x
rν

, (2.1.1)

f(x) =
∑
ν

〈φ+
ν f〉x
rν

φνy = −
∑
ν

〈φ+
νyf〉x
rν

φν . (2.1.2)

2.1.1 Явные формулы

В случае u0 константы, приведем несколько формул, дающих понимание, что такое
кривая Ферми и множество Блоха–Флоке (определенные во Введении), базисной
последовательности.

Если u0(x, y) = λ постоянная функция, тогда блоховские решения уравнения
H0φ = 0 :

φ(z, z̄, k) = ekz−k
−1 λ

4
z̄ (2.1.3)

параметризуются ненулевым комплексным параметром k ∈ C∗. В этом случае ΓF0 (H0)
есть C∗. Для множителей Блоха–Флоке имеют место формулы

w1(k) = e2π(k−k−1 λ
4

) `1 , w2(k) = e2πi(k+k−1 λ
4

) `2 , (2.1.4)

и определено отображение W : ΓF0 (H0) 7−→ (C∗)2 по правилу

k 7−→ (w1(k), w2(k)).

Тогда множество Блоха–Флоке определяется как образ ΓF0 (H0) при этом отображе-
нии:

ΓBF
0 (H0) := {(w1, w2) ∈ (C∗)2 | ∃k ∈ C∗w1(k) = w1 and w2(k) = w2}.

Особенности кривой ΓBF
0 (H0) – это точки самопересечения, являющиеся образами

пар "резонансных" точек k, k′, где резонансные точки определяются парой уравне-
ний

wi(k) = wi(k
′), i = 1, 2.

Пары резонансных точек параметризуются целыми числами n,m, одновременно не
обращающихся в ноль, и находятся из уравнений

k − λ

4k
−
(
k′ − λ

4k′

)
=
in

`1

, k +
λ

4k
−
(
k′ +

λ

4k′

)
=
m

`2

.

Решая последнее уравнение, получаем k = k±n,m and k′ = k∓−n,−m, где

k±nm :=
m`1 + in`2

4`1`2

(
1±

√
1− 4λ`2

1`
2
2

m2l21 + n2l22

)
. (2.1.5)
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Тогда нодальные точки
(
w1(k±n,m, w2(k±n,m)

)
кривой Блоха–Флоке ΓBF

0 (H0) имеют видw1(k±n,m) = exp(πin± πm`1
`2

√
1− 4λ`21`

2
2

m2`21+n2`22

)
,

w2(k±n,m) = exp(πim∓ πn`2
`1

√
1− 4λ`21`

2
2

m2`21+n2`22
).

(2.1.6)

Кроме того, если для некоторых целых чисел ñ, m̃ выполняется условие

m̃2`2
1 + ñ2`2

2

4`2
1`

2
2

= λ, (2.1.7)

то у кривой Блоха–Флоке имеется четырехкратная особая точка. Рассмотрим про-
извольную точку k0 ∈ ΓF

0 (H0), образ на кривой Блоха–Флоке которой есть (w10, w20).
Тогда точки кривой Ферми, определяющие базисную последовательность фунций и
являющиеся решением уравнения w1(kν) = w10 имеют вид

kν =
in

2`1

+
1

2

(
k0 −

λ

4k0

)
± 1

2

√(
in

`1

+

(
k0 −

λ

4k0

))2

+ λ. (2.1.8)

и нумеруются индексом ν = (n,±), состоящем из целого числа и знака. Соответ-
ствующие базисные функции φν := φ(x, y, kν), φ

+
ν = φ(x, y,−kν), w2ν := w2(kν),

r(kν) = 4πi`1

(
kν + λ

4kν

)
.

Замечание 2.1.1. В работе [51] отмечено, что по самому определению совокуп-
ность базисных функций переопределена. И потому, нельзя однозначно разложить
функцию f по ψν(x, y) или ψνy(x, y). В тоже время для любой пары функций f1(x, y)
и f2(x, y) квазипериодичных по x c множителем w10, существует единственный
набор констант cν(y), т.ч.

f1(x, y) =
∑
ν

cν(y)ψνy(x, y), f2(x, y) =
∑
ν

cν(y)ψν(x, y),

причем из определения базисной последовательности следуют формулы для cν(y)

cν(y) =
〈f1ψ

+
ν − f2ψ

+
νy〉x

rν

2.1.2 Построение формального решения уравнения (H0+δu)φ̃ =
0 из решений уравнения H0φ = 0

В нерезонансном случае (w20 6= w2ν , ν 6= 0) и резонансном построим решение урав-
нения (H0 + δu)φ̃ = 0 из решений уравнения H0φ = 0

Лемма 2.1.1. [51] Если выполнено условие отсутствия резонансов, т.е.

w20 6= w2ν , (2.1.9)
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то для любой непрерывно дифференцируемой функции δu(x, y), со свойством пери-
одичности

Txδu(x, y) = Tyδu(x, y) = δu(x, y),

существуют единственные формальные ряды

F (y, P0) =
∞∑
s=1

Fs(y, P0)

и

Φ(x, y, P0) =
∞∑
s=0

ϕs(x, y, P0), ϕ0 := φ0(x, y), ϕs =
∑

csν(y)ψν(x, y)

такие, что выполнено уравнение(
H0 + δu(x, y)

)
Φ = 2FΦy +

(
Fy + F 2)Φ,

условия квазипериодичности

TxΦ(x, y, P0) = w10Φ(x, y, P0), TyΦ(x, y, P0) = w20Φ(x, y, P0)

условия нормировки

〈Φyφ
+
0 − φφ+

0y〉x + F 〈Φφ+
0 〉x = r0 = 〈φ0yφ

+
0 − φ0φ

+
0y〉x.

Доказательство элементарно и основано на подстановках рядов в уравнение и по-
следовательном определении коэффициентов этих рядов. Приведем формулы:

Fs = r−1
0 〈φ+

0 δuϕs−1〉x, (2.1.10)

c0
0 = 1, cs0 = −r−1

0

s∑
i=1

Fi〈φ+
0 ϕs−i〉x, s ≥ 1. (2.1.11)

Для ν 6= 0 c0
ν = 0, при s ≥ 1

csν =
w2ν

rν(w2ν − w20)

∫ y+2π`2

y

〈φ+
ν

(
−δu(x, y)ϕs−1 +

s∑
i=1

2Fiϕs−i,y

)
〉x+ (2.1.12)

+
w2ν

rν(w2ν − w20)

∫ y+2π`2

y

〈φ+
ν

(
Fiyϕs−i +

s−i∑
l=1

FiFlϕs−i−l
))
〉,

где

φ+
ν = φ(x, y,−kν), rν = r(kν), r(kν) := 4πi`1

(
kν +

λ

4kν

)
. (2.1.13)

Лемма 2.1.2. [51] Формула

φ̃(x, y, P0) = e
∫ y
0 F (y′,P0)dy′Φ(x, y, P0)Φ−1(0, 0, P0) (2.1.14)
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определяет формальное блоховское решение возмущенного уравнения Шредингера(
H0 + δu(x, y)

)
φ̃(x, y, P0) = 0

со свойствами квазипериодичности

Txφ̃(x, y, P0) = w10φ̃(x, y, P0), Tyφ̃(x, y, P0) = w̃20φ̃(x, y, P0),

где
w̃20 = w20e

∫ 2π`2
0 F (y′,P0)dy′ .

Если же не выполняется условие (2.1.9), то формально–блоховское решение анало-
гично можно построить. Причем, все формулы будут являться матричными анало-
гами формул из Леммы 2.1.1.

Лемма 2.1.3. Пусть cуществует такой набор I, для которого

w2µ = w2µ′ , ∀µ, µ′ ∈ I.

Существует единственный матричный формальный ряд

F (y, w10) =
∞∑
s=1

Fs(y, w10), F = Fα
β , α, β ∈ I,

такой, что компоненты Φα, α ∈ I вектора ~Φ — решения уравнения

(H0 + δu(x, y))Φα = 2Fα
β Φβ

y +
(
Fα
βy + Fα

β′F
β′

β )Φβ,

удовлетворяющие условиям квазипериодичности

TxΦ
α(x, y, w10) = w10Φα(x, y, w10), TyΦ

α(x, y, w10) = w2αΦα(x, y, w10)

и условиям нормировки

〈Φα
yφ

+
β − Φαφ+

βy〉+
∑
µ∈I

Fα
µ 〈Φµφ+

β 〉x = δαβrα.

Пусть T (y, w10) — матрица, определенная уравнением

∂yT + TF = 0, Tαβ (0, w10) = Id. (2.1.15)

Решение уравнения (2.1.15) можно искать в виде ряда

T (y, w10) =
∑
s

Ts(y, w10),

где каждый следующий Ts находится рекуррентно. Компоненты вектора Φ̂ = TΦ
являются решениями уравнения

(
H0 + δu(x, y)

)
Φ̂ = 0, т.ч. при сдвиге на период по
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x они умножаются на w10, но не являющиеся блоховскими при сдвиге на период по
y :

TyΦ̂
α(x, y, w1) = T̂αβ (w1)w2βΦ̂β, T̂ (w1) = T (2π`2, w1). (2.1.16)

Таким образом совокупность Φ̂α квазиблоховская, поскольку она инварианта при
сдвигах на периоды по двум аргументам. Если рассмотреть "секулярное" уравнение

det
(
w̃2δ

α
β − T̂αβ (w1)w2β

)
= 0, (2.1.17)

возникающее обычно в теории возмущений кратных собственных значений, и соб-
ственный вектор hα(w10, w̃2) матрицы T̂αβ (w1)w2β, нормированный таким образом,
что ∑

α

hα(Q̃)Φ̂α(0, 0, w1) = 1, Q̃ = (w1, w̃2),

тогда φ̃(x, y, Q̃) =
∑

α hα(Q)Φ̂α(x, y, w1) есть блоховское решение уравнения
(
H0 +

δu
)
φ̃(x, y, Q̃) = 0 c блоховскими множителями w1 и w̃2. Здесь w̃2 есть корень харак-

теристического уравнения. Приведем формулы первых членов разложения матрицы
T̃ = T̂αβ w2β, которые понадобятся нам в дальнейшем

(T̃0)βα = w2βδ
β
α; (T̃1)βα =

w2β

rβ

∫ 2π`2

0

〈φ+
β vφα〉x dy

′ (2.1.18)

2.1.3 Риманова поверхность блоховских функций

Приведем результаты работы [51], которые помогут нам понять устройство кривой
Ферми. Пусть R±n,m и R∓−n,−m окрестности резанансных точек k±n,m и k∓−n,−m из (2.1.5),
выбранные таким образом, чтобы для любого k0 /∈ R±n,m, R̃∓−n,−m имели место

|w20w
−1
2ν − 1| > h, |w−1

20 w2ν − 1| > h

для некоторого h, здесь w20 := w2(k0) и w2ν = w2(kν) и kν определяются формулой
(2.1.8). Смысл h заключается в том, чтобы эти окрестности не пересекались. Имеет
место лемма

Лемма 2.1.4. [51] Существует константа N0 такая, что для k0, не принадлежа-
щим окрестностям R±n,m, R

∓
−n,−m и удовлетворяющих условию

|k0|+ |k−1
0 | > N0

ряды теории возмущений из Леммы 2.1.1 сходятся и определяют блоховское реше-
ние уравнения (H0 + δu(x, y))φ̃(x, y, k0) = 0, аналитическое по x, y, k0 и не обращаю-
щееся в ноль.

Для k0 ∈ R±nm и такого, что |k0| + |k−1
0 | > N0 в качестве множества резонансных

индексов выберем пару индексов: ν = 0 и ν0 такое, что kν0 ∈ R∓−n,−m. Тогда для
w10 ∈ W±

n,m = w1(R±n,m) = w1(R∓−n,−m) доказано, что формальные ряды из Леммы
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2.1.3, задающие двумерное квазиблоховские решение уравнения Шредингера, рав-
номерно и абсолютно сходятся. Матрица монодромии T̂ = T (2π`2, w10) определяет
двулистное накрытие R̂±n,m над областью W±

n,m, имеющее внутри этой области две
точки ветвления. Назовем резонансную пару отмеченной, если дискриминант харак-
теристического уравнения имеет один двукратный ноль, т.е. если R̂±n,m сингулярна.

Лемма 2.1.5. Для неотмеченных резонансных точек k±nm блоховская функция
φ̃(x, y, k0) аналитически продолжается на риманову поверхность R̂±n,m, где имеет
один простой полюс. Для отмеченных резонансных точек блоховская функция
φ̃(x, y, k0) продолжается аналитически из нерезонансной области в области R±n,m
и R∓−n,−m.

Область R0, где выполняется неравенство |k0|+ |k−1
0 | ≤ N0 называется центральной

резонансной областью, и в [51] доказывается, что φ̃(x, y, k0) может быть продолже-
на внутрь R0, заменяемую на конечноллистное накрытие R̂0 области W0 = w1(R0).
Таким образом, приведенные результаты позволяют описать глобальную структуру
Γλ. А именно, это поверхность, полученная вклейкой R̂0 вместо R0; R̂±n,m вместо вы-
резанных окрестностей неотмеченных резонансных точек. Если число неотмеченных
пар конечно, то Γλ имеет конечный род и компактифицируется двумя отмеченными
точками. Соответствующие потенциалы называются алгебро–геометрическими (или
конечнозонными) на нулевом уровне энергии. Окончательно, имеет место следую-
щая теорема

Теорема 2.1.1. ([51]) Риманова поверхность Γλ изоморфна спектральной кривой
Ферми ΓF

0 (H0 + δu). Блоховское решение уравнения (H0 + δu)φ̃(x, y, p) = 0, p ∈
Γλ с условием нормировки φ̃(0, 0, p) = 1 мероморфно на Γλ, причем полюсы φ̃ не
зависят от переменных x и y. В каждой из областей R±n,m функция φ̃ имеет по
одному простому полюсу, в то время как в R̂0 у нее g0 полюсов, где g0 некоторое
натуральное число, равное роду R0, если R̂0 не особая. Вне R̂0, R̂

±
n,m функция φ̃

голоморфна.

Следующая Лемма понадобится при доказательстве Теоремы 2.1.2 и говорит нам о
том, какое количество неподвижных точек у антиинволюции στ кривой ΓF(H>0), где
положительный оператор H>0 определяется формулой H>0 = −∆ + u(x, y), u > 0 :

Лемма 2.1.6. Антиинволюция στ ферми-кривой ΓF(H>0) положительного потен-
циала не имеет неподвижных точек.

Доказательство. Предположим, что на кривой ΓF существует неподвижная точ-
ка στ(p) = p. Рассмотрим функцию φ = φ(x, y, p). По определению, она является
блоховским решением уравнения H>0φ = 0. Умножим левую часть уравнения на
двойственную блоховскую функцию φσ и проинтегрируем по тору полученную пе-
риодическую функцию переменных x, y (она периодична в силу того, что множители
Флоке φσ обратны множителям Флоке φ). Интегрирование по частям дает равенство∫ 2π`1

0

∫ 2π`2

0

(∂xφ∂xφ
σ + ∂yφ∂yφ

σ + uφφσ) dxdy = 0. (2.1.19)
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Поскольку φσ(x, y, p) = φ̄(x, y, p) и u > 0, то левая часть равенства строго положи-
тельна. Полученное противоречие доказывает утверждение леммы, что одновремен-
но завершает доказательство теоремы.

2.1.4 Риманова поверхность блоховских функций в случае по-
ложительных потенциалов

Риманова поверхность функции k(p), где

p(k) :=
lnw1(k)

2π`1

= k − λ

4k
. (2.1.20)

— двулистное накрытие комплексной p -плоскости с двумя точками ветвления ±p0 =
±
√
−λ. В случае отрицательных значений λ < 0 данную поверхность можно пред-

ставлять как два склеенных экземпляра p плоскости с разрезом вдоль вещественной
оси между точками ветвления ±p0. При склейке верхний (нижний) берег разреза на
одном листе отождествляется с нижним (верхним) берегом разреза на втором листе.
В этом случае инволюция σ переводит квазиимпульс p в −p на том же листе, в свою
очередь антиинволюция τ переводит квазиимпульс p, лежащего на одном листе, в p̄,
на другом листе.

Определение 2.1.2. Набор данных P , состоящего из

• вещественного числа p0 > 0,

• конечного или бесконечного числа пар pjn,m, т.ч. выполняются равенства

p1
n,m = −p2

−n,−m, p
2
n,m = −p1

−n,−m

и
Im pjs =

n

2`1

,
∣∣pjs − p(k±n,m)

∣∣ = o

(
1

n2`2
2 +m2`2

1

)
и отрезки [p1

n,m, p
2
n,m], параллельные веществнной оси, не пересекаются, будем назы-

вать допустимым.

Для каждого допустимого набора P построим риманову поверхность Γ(Π) из двух
копий комплексной p-плоскости с разрезами между точками p0 и−p0 на обоих листах
и вдоль отрезков [p1

s, p
2
s] на первом листе и отрезков [p̄1

s, p̄
2
s] на втором листе, отож-

дествляя верхний (нижний) берег разреза между p0 и −p0 на первом листе с нижним
(верхним) берегом разреза на втором листе и отождествляя верхний (нижний) берег
разреза [p1

s, p
2
s] на первом листе с нижним (верхним) берегом разреза [p̄1

s, p̄
2
s] на вто-

ром листе. После склейки каждому из разрезов соответствует нетривиальный цикл
на поверхности Γ(P). Обозначим их через a0 и as, соответственно.

Теорема 2.1.2. Для любого вещественного положительного периодического по-
тенциала u(x, y) > 0, аналитически продолжимого в окрестность вещественных
x, y, блоховские решения уравнения (−∆− λ+ v)φ̃ = 0 параметризуются точками
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римановой поверхности Γ(P) для некоторого допустимого набора P. Соответству-
ющая функция φ̃ мероморфна и имеет по одному простому полюсу на каждом из
циклов as.

Доказательство.

1. Для λ < 0 координаты всех точек самопересечения wi(k±nm) вещественны. Как
уже говорилось выше, для достаточно малых ε множество резонансных ин-
дексов состоит из двух элементов, которые можно отождествить с (n,m,±) и
(−n,−m,∓). Непосредственно проверяется, что имеют место равнства:

φ(k±n,m) = φ(k∓−n,−m), φ+(k±n,m) = φ(k±−n,−m), r±n,m = r∓−n,−m (2.1.21)

где r±n,m := r(k±n,m), а функция r(k) определена равенством (2.1.13). Из (2.1.21) и
формулы (2.1.18) для w10 = w1(k±n,m,) получим, что матрица монодромии имеет
вид

T̃ (w1(k±nm)) = w2(k±nm)

(
1 κ
κ̄ 1

)
+O(ε2), (2.1.22)

где κ = (r∓−n,−m)−1〈〈φ+(k∓−n,−m)vφ(k
±
n,m〉〉, a в равенстве диагональных элементов

1 мы использовали то, что среднее от v равняется нулю.

2. Из (2.1.22) следует, что собственные значений матрицы T̃ (w1(k±nm)) веществен-
ны и различны в первом порядке по ε. Тогда, так как ферми-кривая инвари-
антна относительно τ , то они обязаны быть вещественными во всех порядках.
Иными словами в окрестности каждой неотмеченная пары резонансных точек
возникает "запрещенная" зона – неподвижный овал антиинволюции τ . Так как
дивизор полюсов блоховской функции инвариантен относительно τ , а в окрест-
ности резонансной пары имеется один полюс, то он лежит на соответствующем
овале as. Теорема доказана для потенциалов вида u = −λ + v для λ < 0 и до-
статочно малого возмущения v.

3. Осталось доказать, что установленные свойства ферми-кривой и дивизора по-
люсов блоховской функции остаются устойчивыми при деформации u, остав-
ляющей потенциал положительным. Инвариантность ΓF относительно σ и τ га-
рантирует, что описанная струтура может измениться только: (i) при слиянии
as для различных s (в этот момент ΓF будет иметь особенность); (ii) при возник-
новении на кривой ΓF пары резонансных точек p, p′, в которых wi(p) = wi(p

′),
неподвижных относительно антиинволюции στ , т.е. |wi(p)| = 1. Аргументы,
полностью идентичные тем, которые использовались при доказательстве Тео-
ремы 2.2 работы [51], доказывают, что периодичность потенциала (выражаю-
щаяся в том, что на ΓF определены функции wi(p)) является препятствием
к слиянию циклов as. Препятствием к возникновению особенностей типа (ii)
является Лемма 2.1.6.
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2.2 Обратная задача
Напомним, что обратная задача заключается в восстановлении оператора по неко-
торому набору спектральных данных. Приведенная ниже „обобщенная конструк-
ция Веселова–Новикова“является обобщением хорошо известной конструкции рабо-
ты [46], восстанавливающей вид потенциала двумерного оператора Шредингера

H := −∆ + u(x, y).

Обобщение заключается в том, что добавляются дополнительные пары неподвиж-
ных точек инволюции σ, в которых значения функции Бейкера–Ахиезера совпадают.
Параграф 2.2 устроен следующим образом. Мы

• определим „спектральные данные“и функцию Бейкера–Ахиезера для двумер-
ного оператора Шредингера;

• докажем, что функция Бейкера–Ахиезера является решением двумерного урав-
нения Шредингера;

• выведем формулу для функции Бейкера–Ахиезера в терминах подходящей
тэта–функции Прима и формулу для соответствующего потенциала. Если на-
ложить дополнительные условия, то полученный потенциал — периодическая
функция своих аргументов;

• выведем формулы для дифференциала с полюсами в точках ветвления σ и
нулями в полюсах φ(x, y, p) и φ(x, y, σ(p));

• расмотрим необходимые и достаточные условия для того, чтобы потенциал был
вещественной функцией и пару достаточных условий неособости потенциала;

• рассмотрим простейший пример гиперэллиптической кривой, для которой со-
ответствующий оператор Шредингера имеет n собственных функций;

• рассмотрим систему Лагранжевых уравнений с условием самосогласования,
связанную с уравнением Шредингера.

2.2.1 Спектральные данные

Рассмотрим комплексную гладкую кривую T , имеющую инволюцию σ с (n + 1)–
парой неподвижных точек P±, pi±, i = 1, . . . , n, т.е.

σ(P±) = P±, σ(pi±) = pi±.

Кривая T есть двулистное разветвленное в неподвижных точках σ накрытие фактор-
кривой T0 := T /σ рода g0 и π : T → T0 отображение проекции. Из теоремы, из-
вестной как “формула Римана–Гурвица“род T равен g = 2g0 + n. Зафиксируем в
окрестностях точек P± локальные координаты k−1

± , нечетным образом преобразую-
щиеся под действием инволюции σ, т.е.

k±(σ(p)) = −k±(p).
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Определение 2.2.1. Будем называть дивизор D = γ1 + γ2 + . . . + γg+n на T \
{P±, pi±}ni=1 допустимым, если множество точек γs и γσs является множеством ну-
лей мероморфного дифференциала dΩ, имеющего простые полюса в неподвижных
точках инволюции σ, вычеты, равные ±1 в точках P± и вычеты противоположных
знаков в pi±, т.е.

resP±dΩ = ±1, respi+dΩ = −respi−dΩ. (2.2.1)

Определение 2.2.2. Пусть D допустимый дивизор общего положения. Назовем
функцией Бейкера–Ахиезера двумерного оператора Шредингера—функцию φ(x, y, p),
p ∈ T на кривой T , обладающая следующими свойствами

• мероморфная на T \ P±, имеющая простые полюса в точках γs (при условии,
что все точки дивизора D различны);

• имеет вид

φ = ek±(x±iy)

(
∞∑
s=0

ξ±s (x, y)k−s±

)
, k−1

± = k−1
± (p); (2.2.2)

в окрестности точек P±;

• значения в точках pi± удовлетворяют уравнениям

φ(x, y, pi+) = φ(x, y, pi−); (2.2.3)

• коэффициенты ξ±0 в формуле (2.2.2) равны

ξ+
0 (x, y) = 1, ξ−0 (x, y) = 1. (2.2.4)

Замечание 2.2.1. Из работы [16] следует, что размерность пространства функ-
ций, удовлетворяющих первым двум условиям равна n+ 1. Таким образом, условие
(2.2.3) (n уравнений) и условие нормировки ξ+

0 = 1 единственным образом опре-
деляет функцию Бейкера–Ахиезера. Вопрос остается в том, почему при этом ξ−0
тоже равняется единице. Для этого нужно рассмотреть дифференциал

dΩ̃ := φσ(x, y, p)φ(x, y, p)dΩ.

Действительно, dΩ̃ хорошо определенный мероморфный дифференциал, имеющий
полюса первого порядка в точках P± и pi± и не имеющий полюсов в γs и γσs , s =
1, g + n (поскольку у dΩ нули в полюсах φ(x, y, p) и φσ(x, y, p)). Применяя теорему
о вычетах к дифференциалу dΩ̃, имеем

0 =
n∑
i=1

respi+dΩ̃ +
n∑
i=1

respi−dΩ̃ + resP+dΩ̃ + resP−dΩ̃ (2.2.5)

В силу условий (2.2.1) и (2.2.3)

respi+dΩ̃ + respi−dΩ̃ = 0,
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Из (2.2.1), (2.2.5) и разложения (2.2.2) функции Бейкера–Ахиезера в окрестностях
точек P± имеем

1− (ξ−0 (x, y))2 = 0.

Из вышесказанного следует, что ξ−0 = ±1. Если x = 0 и y = 0, тогда φ(0, 0, p) = 1
тождественно ∀p ∈ T . Следовательно, ξ−0 = 1.

2.2.2 Функция Бейкера–Ахиезера как решение двумерного
уравнения Шредингера

Докажем, что построенная выше функция Бейкера–Ахиезера является решением
двумерного уравнения Шредингера Hφ = 0 для некоторого потенциала u(x, y). Во-
первых, в окрестностях точек P±

∂2
xφ = k2

±φ+ 2k±e
k±(x±iy)

( ∞∑
s=0

∂xξ
±
s (x, y)k−s±

)
+ ek±(x±iy)

( ∞∑
s=0

∂2
xξ
±
s (x, y)k−s±

)

∂2
yφ = −k2

±φ+ 2(±i)k±ek+(x±iy)
( ∞∑
s=0

∂yξ
±
s (x, y)k−s±

)
+ ek±(x±iy)

( ∞∑
s=0

∂2
yξ
±
s (x, y)k−s±

)
,

тогда

∆φ = 2k±e
k±(x±iy)

( ∞∑
s=0

(∂x ± i∂y)ξ±s (x, y)k−s±
)

+ ek±(x±iy)
( ∞∑
s=0

∆ξ±s (x, y)k−s±
)

и поскольку ξ±0 постоянные величины, не зависящие от x и y, то

∆φ = ek±(x±iy)
(
2(∂x ± i∂y)ξ±1 (x, y) +O(k−1

± )
)
.

Во-вторых, полюса функции Бейкера–Ахиезера не зависят от x и y. Следователь-
но, −∆φ(x, y, p) имеет простые полюса в точках γs, s = 1, g + n. Из вышесказан-
ного можно заключить, что −∆φ(x, y, p) обладает свойствами функции Бейкера–
Ахиезера, за исключением свойства (2.2.4). Пространство таких функций одномерно,
что означает, что −∆φ(x, y, p) пропорциональнa φ(x, y, p) с некоторым коэффициен-
том пропорциональности u(x, y), т.е.

∆φ(x, y, p) = u(x, y)φ(x, y, p).

Замечание 2.2.2. В комплексных координатах z = x + iy, z̄ = x − iy потенциал
u(x, y) может быть записан как

u(z, z̄) = 4∂z̄ξ
+
1 = 4∂zξ

−
1 .

2.2.3 θ–функциональные формулы

Ниже получены формулы для функции Бейкера–Ахиезера двумерного оператора
Шредингера в терминах подходящих тэта–функций Прима и дифференциалов тре-
тьего рода, имеющих единственные полюса второго порядка в точках P±.
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Выберем на кривой T базис циклов ai, ãi и bi, b̃i, ai′+g0 , bi′+g0 , i = 1, g0, i
′ = 1, n с

канонической матрицей пересечений и таких, что

σ(ai) = ãi, σ(bi) = b̃i, i = 1, . . . , g0 (2.2.6)

и
σ(ai′) = −ai, σ(bi′) = −bi′ , i′ = g0 + 1, g0 + n. (2.2.7)

Соответствующий базис нормированных (единицей) на a–циклы голоморфных диф-
ференциалов dωi, dω̃i′ , i = 1, g0 + n, i′ = 1, g0 обладает свойством

σ∗dωi = dω̃, σ∗dωi′ = −dωi′ , i = 1, g0, i
′ = g0 + 1, g0 + n.

Пусть J(T ) — многообразие Якоби поверхности T и отображение Абеля

Ap0(p) =
(∫ p

p0

dω1, . . .

∫ p

p0

dωg0+n,

∫ p

p0

dω̃1, . . . , dω̃g0
)
, p ∈ T ,

задающее вложение поверхности в Якобиан. Тогда инволюция σ индуцирует инволю-
цию на J(T ).Многообразием Прима накрытия T → T называется подмногообразие
в J(T ), заданное условием

Pr(T , σ) = {z ∈ J(T )|σ∗(z) = −z}.

Введем на T0 дифференциалы Прима dui по правилу{
dui = dωi − dω̃i, i = 1, . . . , g0,

dui = 2dωi, i = g0 + 1, . . . , g0 + n,
(2.2.8)

тогда
σ∗dui = −dui, σ∗duj = −duj, i = 1, g0, j = g0 + 1, g0 + n.

Последнее равенство означает, что дифференциалы Прима нечетны относительно σ.
Имеет место другое неинвариантное определение многообразия Прима

Pr(T , σ) = Cg0+n/{Zg0+n + ΠZg0+n},

где Π— матрица b–периодов дифференциалов Прима

Πi,j =

∮
bi

duj, i, j = 1, g0 + n.

Определение 2.2.3. Тэта–функция Прима — ряд, определенный формулой

θ(z|Π) :=
∑

m∈Zg0+n
e2πi(z,m)+πi(m,Πm), (2.2.9)

где m = (m1,m2, . . . ,mg0+n)T ∈ Zg0+n и скалярное произведение (z,m) :=
∑g0+n

i=1 zimi

Выясним некоторые ее свойства:
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Лемма 2.2.1. Для любых целочисленных векторов K1 ∈ Zg0+n и K2 ∈ Zg0+n имеет
место закон преобразования для тэта–функции Прима

θ(z +K1 + ΠK2|Π) = e−2πi(z,K2)−πi(ΠK2,K2)θ(z|Π) (2.2.10)

Доказательство. Очевидно из определения (2.2.9), что добавление целочисленного
вектора K1 к аргументу z не изменит тэта–функцию Прима.

θ(z + ΠK2|Π) =
∑

m∈Zg0+n
e2πi(z+ΠK2,m)+πi(Πm,m) =

=
∑

m∈Zg0+n
e2πi(z,m+K2)+πi(Π(m+K2),(m+K2))−2πi(z,K2)−πi(ΠK2,K2)

В последнем суммировании изменим индекс суммирования с m ∈ Z2g0+n на m+K2 ∈
Z2g0+n. Тем самым приходим к формуле (2.2.10).

Определение 2.2.4. Отображением Абеля–Прима A c начальной точкой p0, непо-
движной относительно σ, называется отображение Γ→ Cg0+n заданное формулой

Ap0(p) =
(∫ p

p0

du1, . . .

∫ p

p0

dug0+n

)T
.

Справедлива Лемма о количестве нулей тэта–функции Прима на T :

Лемма 2.2.2. Для римановой поверхности T рода g = 2g0 + n с инволюцией σ,
имеющей 2(n + 1) неподвижных точек, соответствующая тэта–функция Прима
f(p) = θ(A(p)− e) имеет g + n нулей в общем положении.

Доказательство. Доказательство стандартно и основано на интегрировании формы
1

2πi
d ln f(p) по границе многоугольника, из которого склеена поверхность T

{a1, b1, a
−1
1 , b−1

1 , . . . ag0+n, bg0+n, a
−1
g0+n, b

−1
g0+n, ã1, b̃1, ã

−1
1 , b̃−1

1 , . . . ãg0 , b̃g0 , ã
−1
g0
, b̃−1
g0
}.

Пусть Aj :=
∫ P
p0
duj компонента с номером j отображения Абеля–Прима. Определим

f+ и f− как значения f в точках границы многоугольника, лежащие на a, b и a−1, b−1

циклах соответственно. Тогда выполняются равенства

A−j = A+
j + Πkj, p ∈ ak, k ∈ 1, g0 + n

A−j = A+
j − Πkj, p ∈ ãk, k ∈ 1, g0

A+
j = A−j − δk,j, p ∈ bk, k ∈ 1, g0

A+
j = A−j + δk,j, p ∈ b̃k, k ∈ 1, g0

A+
j = A−j − 2δk,j, p ∈ bk, k ∈ g0 + 1, g0 + n

(2.2.11)
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Тогда, воспользовавшись законом преобразования тэта–функций, получим
ln f− = ln f+, p ∈ bk, b̃l, k ∈ 1, g0 + n, l ∈ 1, g0

ln f− = ln f+ − πiΠkk − 2πiA+
k , p ∈ ak, k ∈ 1, g0 + n

ln f− = ln f+ − πiΠkk + 2πiA+
k , p ∈ ãk, k ∈ 1, g0.

(2.2.12)

Из (2.2.12) справедлива цепочка равенств

1

2πi

∫
∂Γ

d ln f =
1

2πi

(g0+n∑
k=1

(∮
ak

+

∮
bk

)
+

g0∑
l=1

(∮
ãl

+

∮
b̃l

))
(d ln f+ − d ln f−) =

=
1

2πi

(g0+n∑
k=1

∮
ak

+

g0∑
l=1

∮
ãl

)
(d ln f+ − d ln f−) =

g0+n∑
k=1

∮
ak

duk +

g0∑
l=1

∮
ãl

dul = 2g0 + 2n,

где использовалось дифференцирование формул (2.2.12) и то, что
∮
dui = 1, i ∈

1, g0,
∮
ak = 2, k ∈ g0 + 1, g0 + n. Лемма доказана.

Аналог теоремы Римана о нулях можно получить для тэта–функции Прима:

Лемма 2.2.3. Пусть γ1, . . . , γg+n множество всех нулей функции f(p) = θ(A(p)−
e)). Тогда выполняется соотношение

A(

g+n∑
s=1

γs) ≡ e−K,

где K постоянный вектор (аналог констант Римана).

Пусть dΩ+ и dΩ− нечетные относительно σ мероморфные дифференциалы на кривой
T , имеющие единственные полюса второго порядка в точках P+ и P− соответственно
и разложение в окрестности P± вида

dΩ± = dk±(1 +O(k−2
± )),

нормированные на a–периоды(
∮
aj ,ãl

dΩ± = 0) , а Ω±(p) — абелевы интегралы диффе-
ренциалов dΩ±, т.ч.

Ω± =

∫ p

P+

dΩ±.

Уточним определение Ω+, поскольку dΩ+ имеет полюс в точке P+. Под его инте-
гралом от точки P+ подразумевается выбор ветви Ω+ = k+ + O(k−1

+ ) в окрестности
точки P+, а затем аналитическое продолжении вдоль пути. Далее во всех форму-
лых Главы 2 предполагается, что пути в определении A(p) и Ω±(p) совпадают и в
качестве начальной точки отображения Абеля–Прима выбирем P+.
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Теорема 2.2.1. Функция Бейкера–Ахиезера двумерного оператора Шредингера име-
ет вид

φ(x, y, p) =
θ(A(p) + zU+ + z̄U− + Z|Π)θ(Z|Π)

θ(zU+ + z̄U− + Z|Π)θ(A(p) + Z|Π)
ezΩ+(p)+z̄Ω−(p), (2.2.13)

где координаты векторов U+, U− ∈ Cg0+n даются формулой

U j
± =

1

2πi

∮
bj

dΩ±. (2.2.14)

При этом

Z = −
g+n∑
s=1

A(γs) +K, (2.2.15)

где K постоянный вектор.

Доказательство.
1. Функция φ(x, y, p), заданная формулой правой части равенства (2.2.13) явля-

ется однозначной функцией аргумента p ∈ T . Действительно, отображение
Абеля–Прима определено неоднозначно.
Если при интегрировании добавился цикл aj или ãl тогда

θ(A(p) +
∮
aj
du+ zU+ + z̄U− + Z)

θ(A(p) +
∮
aj
du+ Z)

e
zΩ+(p)+z̄Ω−(p)+z

∮
aj
dΩ++z̄

∮
aj
dΩ−

=

=
θ(A(p) + zU+ + z̄U− + Z)

θ(A(p) + Z)
ezΩ+(p)+z̄Ω−(p),

где в последнем равенстве мы воспользовались свойством (2.2.10) и тем, что
a–периоды мероморфных дифференциалов dΩ± равны нулю.
Если при интегрировании добавился цикл bj, тогда

θ(A(p) +
∮
bj
du+ zU+ + z̄U− + Z)

θ(A(p) +
∮
bj
du+ Z)

e
zΩ+(p)+z̄Ω−(p)+z

∮
bj
dΩ++z̄

∮
bj
dΩ−

=

=
e−2πi(Aj(p)+zU

j
++z̄Uj−+Zj)−πiΠj,j

e−2πi(Aj(p)+Zj)−πiΠj,j

θ(A(p) + zU+ + z̄U− + Z)

θ(A(p) + Z)
ezΩ+(p)+z̄Ω−(p)+zUj++z̄Uj− =

θ(A(p) + zU+ + z̄U− + Z)

θ(A(p) + Z)
ezΩ+(p)+z̄Ω−(p),

где мы воспользовались свойством (2.2.10) и определением векторов U±. Поль-
зуясь свойствами

∮
b̃j
dΩ± = −

∮
bj
dΩ± и

∮
b̃j
dui = −Πji, аналогично проверяется,

что φ остается однозначной, если при интегрировании добавился b̃ цикл.

2. Легко видеть, что функция φ(x, y, p) из (2.2.13) имеет нужную экспоненци-
альную особенность в отмеченных точках P±, поскольку дифференциалы dΩ±
имеют полюса второго порядка. Вне этих точек φ мероморфна.
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3. Докажем совпадение значений φ(x, y, p) в парах точек pi±, i = 1, n, т.е. свойство
(2.2.3). Из нечетности дифференциалов σ∗(dΩ±) = −dΩ± следует равенство

Ω±(pi+)− Ω±(pi−) =

∫ pi+

pi−

dΩ± =
1

2

∮
ag0+i

dΩ± = 0. (2.2.16)

Аналогично, из нечетности дифференциалов Прима следуют равенства∫ pi+

pi−

duj =
1

2

∫
ag0+i

duj = 0 j = 1, . . . , g0, (2.2.17)∫ pi+

pi−

dug0+j =
1

2

∫
ag0+i

dug0+j = δij ∈ Z. (2.2.18)

Значит, координаты вектора A(pi+) − A(pi−) целочисленны. Поскольку тэта-
функция периодична относительно сдвигов аргумента на целочисленные век-
торы, то из (2.2.16) следует равенство (2.2.3).

4. Докажем равенства (2.2.4). Первое из них есть следствие определения φ фор-
мулой (2.2.13). Для доказательства второго рассмотрим нечетный цикл a0, про-
екция которого на T0 есть путь, соединяющий точки P±. Легко видеть, что он
гомологичен

a0 = −
n∑
i=1

ag0+i ∈ H1(Γ;Z).

Из этого и равенств (2.2.17) следует, что координаты вектора A(P−) целочис-
ленны, что доказывает второе из равенств (2.2.4).

5. Дивизор полюсов D = D(Z) функции φ, заданной формулой (2.2.13) – это
хорошо определенный дивизор многозначной функции θ(A(p) +Z|Π). Из Лем-
мы 2.2.2 следует , что степень дивизора нулей тэта–функции Прима равна
2g0 +n = g+n. Стандартным образом доказывается равенство (2.2.15), связы-
вающее преобразование Абеля-Прима дивизора D(Z) и вектор Z. Утверждение
о том, что для произвольного вектора общего положения Z дивизор D(Z) ну-
лей многозначной функции θ(A(p)+Z|Π) является допустимым будет доказано
в Лемме 2.2.7. Нужно показать, что существует мероморфный дифференциал
dΩ с нулями в точках D+Dσ c простыми полюсами в неподвижных точках σ,
вычеты которого в этих точках удовлетворяют равенствам (2.2.1).

Теорема 2.2.2. Функция Бейкера-Ахиезера φ, заданная формулой (2.2.13), где Z
- произвольный вектор общего положения, удовлетворяет двумерному уравнению
Шредингера Hφ = 0 с потенциалом

u(x, y) = −2∆ ln θ(zU+ + z̄U− + Z|Π) + E, E := 4
dΩ−

d(k−1
+ )

(P+). (2.2.19)

68



Если для некоторых целочисленных векторов N1, N2 и M1,M2 имеют место равен-
ства

2π`1(U+ + U−) = Na + ΠN b, 2πi`2(U+ − U−) = Ma + ΠM b (2.2.20)

то u(x, y) (2π`1, 2π`2)-периодическая, а значения функции Бейкера–Ахиезера в точ-
ках pi± φi := φ(x, y, p±i ) являются собственными для оператора −∆ + u(x, y) в про-
странстве (анти)периодических функций.

Доказательство.

1. Ранее было показано, что для произвольного вектора Z функция φ удовле-
творяет условиям, определяющим функцию Бейкера-Ахиезера для некоторо-
го дивизора D(Z). В Замечании раздела 2.2.2 с помощью аргумента о один-
ственности функции Бейкера–Ахиезера было показано, что функция Бейкера–
Ахиезера является решением уравнения Шредингера Hφ = 0 с потенциалом
u = 4∂z̄ξ

+
1 , где ξ

+
1 это коэффициент разложения (2.2.2) функции φ в точке P+.

Зная формулу для функции Б–А, найдем ξ+
1 . Для этого воспользуемся били-

нейными соотношениями Римана, чтобы получить формулу

A(p) = −2U+k
−1
+ +O(k−2

+ ) (2.2.21)

в окрестности точки P+, далее, в окрестности этой точки разложение Абелева
интеграла от дифференциала dΩ−

Ω−(p) = Ek−1
+ +O(k−2

+ ) (2.2.22)

где E — коэффициент, определяемый формулой dΩ− = dk−(1+Ek−2
− +O(k−3)).

Подстановка (2.2.21) и (2.2.22) в (2.2.13) дает формулу (2.2.19). В общем случае
она задает мероморфную квазипериодическую функцию переменных (x, y).

2. Проверка периодичности. Если выполняется условие (2.2.20), то

u(x+ 2π`1, y) = −2∆ ln θ(2π`1(U+ + U−) + zU+ + z̄U− + Z) + E =

= −2∆ ln θ
(
(Na + ΠN b) + zU+ + z̄U− + Z

)
+ E =

= −2∆
(
−2πi(zU+ + z̄U− + Z)Nb)− πi(ΠN b, N b)

)
−

−2∆ ln θ(zU+ + z̄U− + Z) + E = u(x, y).

Аналогично проверяется периодичность по y.

3. Рассмотрим дифференциалы{
dp1 := dΩ+ + dΩ− −

∑g0+n
j=1 iN b

j duj/`1,

dp2 := i(dΩ+ − dΩ−)−
∑g0+n

j=1 iM b
j duj/`2.

(2.2.23)

Периоды этих дифференциалов по базисным циклам aj, bj, ãj, b̃j ∈ H1(T ,Z)
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имеют вид∮
aj

dp1 = −iN b
j /`1,

∮
bj

dp1 = iNa
j /`1,

∮
aj

dp2 = −iM b
j /`2,

∮
bj

dp2 = iMa
j /`2

∮
ãj

dp1 = iN b
j /`1,

∮
b̃j

dp1 = −iNa
j /`1,

∮
ãj

dp2 = iM b
j /`2,

∮
b̃j

dp2 = −iMa
j /`2

Отсюда следует, что, если выполнены равенства (2.2.20), то функции

wj(p) = exp

(
2π`j

∫ p

dpj

)
, (2.2.24)

являются однозначно определнными функциями на кривой T . Вне отмечен-
ных точек P± они голоморфны, а в отмеченных точках имеют существенную
особенность. Более того, заметим, что в силу (2.2.16) имеют место равенства
wj(p

i
+) = wj(p

i
−) для всех i = 1, n. Из единственности функции Бейкера-

Ахиезера следуют равенства

φ(x+ 2π`1, y, p) = w1φ(x, y, p), φ(x, y + 2π`2, p) = w2φ(x, y, p) (2.2.25)

означающие, что функция Бейкера-Ахиезера является блоховским решением
уравнения Hφ = 0. Заметим также, что из нечетности относительно σ диффе-
ренциалов dΩ± следует, что wj(σ(p)) = w−1

j (p). Так как точки pi± неподвижны
относительно σ, то w2

j (p
i
±) = 1, что завершает доказательство теоремы.

2.2.4 Дифференциал dΩ

Дифференциал dΩ может быть записан явно. Для того, чтобы вывести формулу
необходимо доказать следующие утверждения:

Лемма 2.2.4. Имеет место следующее равенство

dp1〈φxφσ − φσxφ〉y + dp2〈φyφσ − φσyφ〉x = 0. (2.2.26)

Доказательство. Пусть φ̃ = φ(x, y, Q̃) и φσ = φ(x, y, σ(Q)), где Q и Q̃ — произволь-
ные точки Γ. Тогда {

∂2
xφ̃+ ∂2

y φ̃− u(x, y)φ̃ = 0,

−∂2
xφ

σ − ∂2
yφ

σ + u(x, y)φσ = 0
.

Умножим первое уравнение системы на φσ, второе на φ̃. И сложим. Тогда

∂x
(
φ̃xφ

σ − φσxφ̃
)

+ ∂y
(
φ̃yφ

σ − φσy φ̃
)

= 0.
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Проинтегрируем последнее равенство по прямоугольнику [x, x+ 2π`1]× [y, y + 2π`2](w̃1

w1

− 1
)
〈φ̃xφσ − φσxφ̃〉y +

(w̃2

w2

− 1
)
〈φ̃yφσ − φσy φ̃〉x = 0,

и устремляя Q̃ к Q получаем искомое равенство.

Лемма 2.2.5. Выражения 〈φxφσ − φσxφ〉y и dp1 (〈φyφσ − φσyφ〉x и dp2) имеют общие
2g + 2 нуля.

Доказательство. Рассмотрим равенство (2.2.26) из Леммы 2.2.4, записанное в виде

dp1〈φxφσ − φσxφ〉y = −dp2〈φyφσ − φσyφ〉x.

1. Поскольку 〈φyφσ − φφσy 〉x и 〈φxφσ − φφσx〉y — мероморфные функции, а число
полюсов равно 2(g + n) + 2 (полюса в P± и D), то число нулей 〈φyφσ − φφσy 〉x и
〈φxφσ−φφσx〉y равно 2(g+n)+ 2, из которых 2n находятся в точках pi±, i = 1, n.

2. Число нулей dpi равно 2g + 2, поскольку у dΩ±, входящие в формулы (2.2.23),
полюса второго порядка в P±, а степень дивизора дифференциалов на T равна
2g − 2.

3. Из статьи [59] следует, что в ситуации общего положения дифференциалы dp1 и
dp2, определенные формулами (2.2.23), не имеют общих нулей. Следовательно
2g + 2 нулей 〈φyφσ − φφσy 〉x и dp1 совпадают. Аналогично для 〈φxφσ − φφσx〉y и
dp2.

Используя Лемму 2.2.5 можно в явном виде записать формулу для дифференци-
ала dΩ :

Лемма 2.2.6. Дифференциал dΩ имеет вид

dΩ :=
2idp1

〈φyφσ − φφσy 〉x
=

−2idp2

〈φxφσ − φφσx〉y
, (2.2.27)

где символы 〈·〉x 〈·〉y обозначают среднее по переменным x и y, соответственно, а
dp1, dp2 дифференциалы, определяемые формулами (2.2.23).

Доказательство. Из Леммы 2.2.5 следует, что правые части формулы (2.2.27) го-
ломорфны вне точек P± и pi± и имеют нули в полюсах φ и φσ, и простые полюса в
точках pi±.

Докажем, что вычеты dΩ в точках pi+ и pi− имеют противоположные знаки для
кривых, отвечающих периодическим потенциалам. На таких кривых равенство
(2.2.24) корректно определяет функцию w1(p). Зафиксируем комплексное число w10

и рассмотрим точки кривой T , для которых выполнены равенства w1(pν) = w10.
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Введем обозначения φν = φ(x, y, pν), φ
+
ν = φ(x, y, σ(p)). Из [51] следует, что для любой

периодической функции f(x) ряды (2.2.28) сходятся и равны

f(x) =
∑
ν

r−1
ν 〈φ+

ν f(x)〉xφν,y = −
∑
ν

r−1
ν 〈φ+

ν,yf(x)〉xφν , (2.2.28)

где rν := 〈φν,yφσν − φνφσν,y〉x. Строго говоря, это равенство справедливо, при w2
10 6= 1,

так как в противном случае, часть точек pν совпадает с точками ветвления pi±, в
которых соответсвующее выражение rν = 0. Заметим, что левая часть равенства
(2.2.28) не зависит от выбора w10. Поэтому, устремляя w2

10 → 1, мы получаем, что
сингулярные члены ряда (2.2.28) для w2

10 = 1 должны сократиться. Поскольку f(x)
произвольная, имеем, что для каждой пары, отвечающей точке ветвления, имеет
место сокращение. Это эквивалентно равенствам (2.2.1).

Лемма 2.2.7. Для произвольного вектора Z (общего положения) дивизор D(Z)
нулей (многогозначной) функции θ(A(p) + Z|Π) является допустимым, то есть
дивизор D+Dσ – это дивизор нулей мероморфного дифференциала dΩ c простыми
полюсами в неподвижных точках σ, вычеты которого в этих точках удовлетво-
ряют равенствам (2.2.1).

Доказательство. немедленно следует из Леммы 2.2.6.

2.2.5 Условие вещественности потенциала

Лемма 2.2.8. Если на кривой T имеется антиинволюция τ : T → T , т.ч.

τ(P+) = P−, τ
∗(k+) = k̄−, τ(p+

i + pi−) = (p+
i + pi−), τ(D) = D, (2.2.29)

тогда соответствующий потенциал является вещественным.

Доказательство. Несложно убедиться, что функция φ̄(x, y, τ(p)) имеет все свойства
функции Бейкера–Ахиезера. Следовательно, в силу единственности, имеем

φ̄(x, y, τ(p)) = φ(x, y, p).

2.2.6 Условие неособости потенциала

В это параграфе будут приведены несколько типов достаточных условий для того,
чтобы построенный потенциал операратора Шредингера являлся неособым.

Теорема 2.2.3. Предположим, что T является M-кривой с неподвижными ова-
лами a0, a1, . . . , ag0+n, ã1, . . . ãg0, на которые голоморфная инволюция действует как
в (2.2.6, 2.2.7). Предположим также, что pi± ∈ a2g0+i. Тогда, если точки γs допу-
стимого дивизора D степени g+n лежат по одной на каждом из овалов a1 . . . , ag0 ,
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ã1, . . . ag0 и по одной в каждом из сегментов a2g0+i, на которые этот овал разбива-
ется парой точек pi±, то соответствующий потенциал является вещественным
и неособым.

Доказательство. Доказательство стандартно. Как видно из формулы (2.2.13) полю-
са потенциала соответствуют значениям (x, y), при которых один из нулей φ совпа-
дает с отмеченной точкой P+. Это невозможно, поскольку при всех (x, y) на каждом
из циклов a1 . . . , ag0 , ã1, . . . , ãg0 и на каждом из сегментов циклов a2g0+i имеется по
крайней мере по одному нулю, а всего нулей g + n = 2g0 + 2n. То, что на каждом
из перечисленных циклов и сегментов имеется, по крайней мере один ноль, следует
из того, что сумма чисел нулей и полюсов периодической функции на периоде все-
гда четна, а на каждом цикле или сегменте (на концах которого значения φ равны)
имеется по условию один полюс.

Второй тип условий, гарантирующий неособость потенциала аналогичен услови-
ям неособости решений уравнения KP-I (см. [18])

Теорема 2.2.4. Предположим, что антиинволюция στ имеет разделяющий тип,
т.е. что дополнение к ее неподвижным овалам a1, . . . , ak состоит из двух несвяз-
ных областей T ±,

στ(T +) = T −.

Если при этом pi± ∈ T ±, а дифференциал dΩ, определяющий допустимый дивизор
D положителен на as относительно ориентации, индуцированной областью T +,
и, кроме того, если

resp+i dΩ < 0,

то соответствующий потенциал оператора Шредингера является вещественным
и неособым.

Доказательство. Обозначим через

φ′(x, y, p) := θ(zU+ + z̄U− + Z|Π)φ(x, y, p) (2.2.30)

ненормированную функцию Бейкера-Ахиезера. Она имеет те же аналитические свой-
ства, что и φ′, кроме условия нормировки (2.2.4). По уже доказанному, первый со-
множитель в произведении, определяющем φ, вещественнен. Следовательно, для
функция φ имеет место равенство φ′(x, y, τ(p)) = φ̄′(x, y, p). Циклы as, объедине-
ние которых является границей области T +, неподвижны относительно στ . Значит,
если обозначить через dΩ̂ дифференциал dΩ̂ = φ′φ′σdΩ, то∮

∂Γ+

dΩ̂−
n∑
i=1

respi+ dΩ̂ =

∮
∂Γ+

|φ′|2dΩ−
n∑
i=1

ci|φ′(x, y, pi+)|2 > 0 (2.2.31)

при любых значениях x, y. Предположим, что потенциал имеет особенность в точке
x0, y0. Тогда φ′(x0, y0, P+) = 0. Следовательно, дифференциал dΩ̂(x0, y0, p) не имеет
полюса в P+, т.е. в области T + он имеет полюсы только в точках pi+. Значит левая
часть равенства (2.2.31) равна нулю при x = x0, y = y0. Противоречие.
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2.2.7 Простейший пример. Гиперэллиптическая кривая. Ре-
шение CPn сигма моделей

Рассмотрим гиперэллиптическую кривую T –двулистное накрытие над рациональ-
ной кривой T с 2(n+ 1) точками ветвления X = 0, X =∞ и pi±, i = 1, n, заданную
уравнением

Y 2 = X

n∏
i=1

(X − pi+)(X − pi−),

с соответсвующим базисом a–циклов, являющимися прообразами разрезов между
точками pi±. Если B матрица b–периодов соответсвующих нормированных голоморф-
ных дифференциалов, то определенная ранее матрица Прима равна Π = 2B. Значе-
ния функции φ из Леммы 2.2.1 в точках pj± равняются

φj(x, y) := φ(x, y, pj±) =
θ(Bj + zU+ + z̄U− + Z|2B)θ(Z|2B)

θ(zU+ + z̄U− + Z|2B)θ(Bj + Z|2B)
ezU

j
++z̄Uj− . (2.2.32)

Лемма 2.2.9. Функции φi, определенные формулой (2.2.32), удовлетворяют урав-
нению Шредингера Hφi = 0 с потенциалом

u(z, z̄) = −2∆ ln θ(zU+ + z̄U− + Z|2B) + E, E = 4
dΩ−

d(k−1
+ )

(P+). (2.2.33)

Приведенные выше достаточные условия вещественности и неособости этого потен-
циала относятся к двум типам вещественных гиперэллиптических кривых. Первый
из них соответствует вещественным точкам ветвления – pi± = p̄i±, а второй к случаю
pi± = p̄i∓.

2.2.8 Условия самосогласования для гиперэллиптических кри-
вых

В настоящем параграфе рассматриваются "условия самосогласования".

Понятие нестационарного оператора Шредингера с самосоглаованным потенци-
алом было введено в работе Кричевера [58], целью которой являлось построение
точных мультисолитонных решений физических моделей, описывающих взаимодей-
ствие низкочастотных и высокочастотных волновых пакетов. В общем виде такое
понятие возникло в работе [18], в которой был предложен подход к построению
конечнозонных решений нелинейных уравнений, связанных с нестационарным опе-
ратором Шредингера. Идея подхода заключается в выборе среди всех алгебро–
геометрических данных, определяющих линейное интегрируемое уравнение, тех дан-
ных, для которых соответствующий потенциал выражается в терминах решений
уравнения. Подстановка соответсвующей зависимости в линейное уравнение при-
водит к системе нелинейных уравнений. Позже в работах [54] и [21] данный метод
был обобщен на случай систем, связанных с двумерным оператором Шредингера.
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Лемма 2.2.10. Потенциал (2.2.33) двумерного уравнения Шредингера из Леммы
2.2.9 удовлетворяет равенству

∂zu = ∂z̄(
n∑
i=1

κ2
iφ

2
i ), (2.2.34)

где
κ2
i = 8ci(f(pi−)− f(pi+))f−1

0 (2.2.35)

и f(p) — мероморфная функция на гиперэллиптической кривой T c полюсом по-
рядка 2 в точке P+ и нулем порядка 2 в точке P− и f0 определяется разложением
f = k2

+ + f0 +O(k−1) в точки P+.

Доказательство. Такая функция f(p), p ∈ T существует, ввиду того, что основная
характеристика гиперэллиптической кривой — существование функции с полюсом
порядка 2 в одной точке. Применяя теорему о вычетах к мероморфному дифферен-
циалу f(p)φ(z, z̄, p)φσ(z, z̄, p)dΩ, имеем

2ξ+
2 − ξ+2

1 +
∑
i

(
f(pi+)− f(pi−)

)
ciφ

2(z, z̄, pi) = 0.

Продифференцируем последнее равенство и воспользуемся формулами u = 4∂z̄ξ
+
1 и

−4(∂z̄ξ2 + ∂z∂z̄ξ1) + uξ1 = 0,

получаем искомое соотношение.

Замечание 2.2.3. Определим вектор–функцию

~φ :=
(
κ1φ1, . . . κnφn

)
и стандартное скалярное произведение в n–мерном пространстве 〈·, ·〉κ, определя-
емое действием на произвольные вектора в n–мерном пространстве

〈v, ṽ〉 =
n∑
i=1

viṽi.

Следствием предшествующих рассуждения является следующая теорема:

Теорема 2.2.5. Система уравнений{
H~φ = 0

∂zu = ∂z̄〈~φ, ~φ〉,
(2.2.36)

является Лагранжевой, для которой Лагранжиан имеет вид

L = 4〈∂z~φ, ∂z̄~φ〉+ wz̄
(
2〈~φ, ~φ〉 − wz

)
, (2.2.37)
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где wz̄ = u. Кроме того u дается формулой (2.2.33), а компоненты вектора φj =
κjφj определяются формулами (2.2.32) и (2.2.35).
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Заключение

Диссертация посвящена спектральной теории периодических дифференциальных и
разностных операторов и ее приложениям. Отметим особую роль функции Бейкера–
Ахиезера.

В Главе 1 построены новые гамильтоновы динамические системы на простран-
стве строго нижнетреугольных разностных операторов, связанные с иерархией дву-
меризованной цепочки Тода. В частности, вычислены гамильтонианы и соответ-
ствующие симплектические структуры. Указаны переменные действие–угол. Под-
ход Кричевера–Фонга к изучению гамильтоновой природы уравнений универсален
и может быть в дальнейшем применен, например, к близкой по духу дискретной
иерархиии mKдФ, интерес к которой в последнее время вызван работой [35]. Кроме
того, в суперпериодическом случае для оператора порядка 3 интересно вычислить
модифицированную версию 2–формы Кричевера–Фонга 1.1.61 на пространстве E3,n

и сравнить ее с результами работ Овсиенко, Шварца и Табачникова.
В Главе 2 для двумерного оператора Шредингера с периодическим положитель-

ным потенциалом доказано, что Ферми–кривая есть гладкая M–кривая, и что полю-
са блоховских решений расположены по одному на каждом из неподвижных овалов
одной из антиголоморфных инволюций. Отметим, что таким образом спектральная
кривая двумерного периодического оператора Шредингера с положительным потен-
циалом необходимо и достаточно является M–кривой. Топологический тип кривой
остается стабильным, пока при некотором значении параметра деформации нулевой
уровень энергии не становится собственным для оператора Шредингера в простран-
стве (анти)периодических функций. Остается открытым вопрос о доказательстве
необходимости найденных ранее достаточных условий на спектральные данные, от-
вечающих неособым вещественным потенциалам произвольного знака и о классифи-
кации типов особенностей. Также возникает вопрос о возможности применения под-
хода Натанзона в том случае, когда голоморфная инволюция кривой имеет более од-
ной пары неподвижных точек. Приведен пример обобщенной конструкции Веселова–
Новикова для случая гиперэллиптических кривых. Этот пример важен тем, что поз-
воляет строить операторы Шредингера, имеющие n собственных функций. Благо-
даря определяющему гиперэллиптическую кривую свойству получен определенный
тип условий самосогласования. Кроме того, доказано, что система уравнений Шре-
дингера с данным условием самосогласования, является Лагранжевой, т.е. приведен
явный вид для Лагранжиана, для которого уравнения Эйлера–Лагранжа будут сов-
падать с исходными уравнениями.
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